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Kjøbenhavn. - Gl'æbes Bogtl'yld{el'i.

INDLEDNING.

1. Kraftbegrebet. Dersom et Legeme ikke paavirkes

udenfra og el' i Hvile, vil det vedblive at være i Hvile;

dersom det bevæger sig, vil det vedblive at bevæge sig

med uforandret Has ighed og i uforandret Retning. Denne

Sætning kaldes Inertiens Lov. Dens Rigtighed kan ikke

direkte paavis.es ved Forsøg, da der altid findes en Paa

virkning udenfra (Luftens Modstand, Gnidning, Tyngdens

Virkning o. s. v.), men den kan godtgøres indirekte ved

Forsøg, idet den ydre Paavirlming dels saavidt muligt

fjernes, dels tages med i Beregning.

Dersom et Legeme gaar over fra Hvile til Bevægelse

eller dersom dets Bevægelses Hastighed eller Retning for

andres, maa Legemet derfor være paavirket udenfra. De

ydre Aarsager, der forandre et Legemes Bevægelsestilstand,

kaldes Kræfter. Et Legeme kan dog ogsaa være paavirket

af Kræfter, uagtet dets Bevægelsestilstand ikke forandres,

idet det kan være underkastet flere Paavirlminger, som,

hvis de virkede hver for sig, vilde forandre Bevægelses

tilstanden, men som, idet de virke samtidig, tilintetgøre

hinandens Virkninger. Et saadant .system af Kræfter siges

at være i Ligevægt. Undertiden sigel' man ogsaa i dette

Tilfælde, at Legemet el' i Ligevægt.
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2. En Kraft, der har samme Indnydelse paa et Le

gemes Bevægelse som nere andre, der virke samtidig,

kaldes disses R e s u !tan t, medens de andre kaldes K o m

p os an t e rn e. At erstatte nere Kræfter ved deres Resultant

kalc1es at s am m e n s æ t t e dem; at erstatte en Kraft ved

flere andre, kaldes at opløse den.

a. Tyngdekraften. Erfaring viser, at ethvert Le

geme, der ikke understøttes, falder imod Jordens Cen trum

med stadig voxende Hastighed. Den ubekendte Aarsag

hertil kaldes Tyngdekraften. Vi kunne ikke paavise, ad

hvilke Veje Paavirlmingen foregaar, men vi have ved Forsøg

lært at kende Virkningen saaledes, at VI l alle Tilfælde

kunne bestemme Tyngdens Indnydelse paa et Legemes

Bevægelsestilstand.

En Linie, der gaar til Jordens Centrum, kaldes lod r e t;

en derpaa vinkelret Plan kaldes vandret. Da Jordens

Radius er omtrent 860 Mil, kunne vi anse lodrette Linier

for parallele, naar de udgaa fra Punkter paa Jordens Over

nade, der ligge nær ved hverandre.

Dersom man fastgør et Legeme i den nederste Ende

af en lodret, ustrækkellg Snor, hvis øverste Ende er gjort

fast, hindres det i at falde. Tyngdekraften foraarsager da,

at Legemet udøver et Træk i Snoren, som kan iagttages,

naar man fæster Snorens øverste Ende til en Fjeder, som

ved Trækket kan sammentrykkes i Snorens Retning. Dette

Træk kaldes Legemets Væ gto Vi forudsætte, at Snorens

egen Vægt er saa lille, at den kan lades ude af Betragt

ning. To Legemer siges at have samme Vægt, naar de

sammentrykke Fjedren lige meget. Forsøg vise, at et

Legemes Vægt ikke forandres, selvom Ordningen af Le

gemets Dele forandres, og at Vægten, naar Legemet be

holder sin Plads, ikke afhænger af Snorens Længde. Vægten
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forandres, naar Legemets Afstand fra Jordens Centrum for

andres; for smaa Forandringer i denne Afstand kunne vi

dog betragte Vægten som konstant.

4. Som Enhed for Vægt bruge vi Kilogrammet,

det vil sige Vægten af en Kubikdecimeter Vand ved dets

største Tæthed. At et Legeme vejer n Kilogram, vil

altsaa sige, at det sammentrykker Fjedren lige saa meget,

som om n Vægtenheder Vand vare ophængte i Snoren.

Det anvendte Apparat kan benyttes som Vejeapparat,

naar Fjedren forsynes med en Viser, der paa en Ivlaalestok

angiver det Antal Vægtenheder, der svare til Viserens for

skellige Stillinger. Et saadant Apparat kaldes et Dy n a

mometer.

5. Ved Dynamometret have vi et Eksempel paa Lige

vægt. Dersom Snoren blev klippe~ over, vilde Tyngdekraften

drage Legemet lodret nedefter; dersom Tyngdekraften plud

selig ophørte at virke, vilde Fjedren udvide sig og derved

trække Legemet lodret opefter. De to Kræfter virke imid

lertid samtidig og ere i Ligevægt, naar Viseren el' kommen

Ro.

6. En Krafts Retning er den Retning, i hvilken

den vilde bevæge det Legeme, som den virker paa, dersom

Bevægelsen ikke hindredes. Tyngdekraftens Retning er

altsaa lodret nedefter, medens Retningen af en Fjederkraft,

der holder en Snor spændt, angives ved Snorens Retning

(henimod Fjedren).

7. Man indser let, at to ens og lige meget sammen

trykte Fjedre, som virke hver i sit Endepunkt af en Snor

i Snorens Retning, . men modsat hinanden, ikke kunne

bevæge Snoren. De to lige store, men modsatte, Kræfter,

der her holde hinanden i Ligevægt, maa begge stræbe al

forlænge Snoren, men sætte vi i Snorens Sted en tynd
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Stang, der ikke kan sammentrykkes, kunne Kræfterne og

saa stræbe at sammentrykke Stangen, uden at Ligevægten

forstYlTes.

Da Ligevægten er uafhængig af Stangens eller Snorens

Længde, kan man borttage et Stykke af Stangen eller

Snoren; enhver Del udøver derfor et Tryk paa eller et

Træk i Nabodelene, lige saa stort, som om Fjedren virkede

paa Nabodelene; man siger derfor, at der, i ethvert Plmkt

af Stangen eller Snoren, er en Spænding, hvis Størrelse

er det Antal Kilogram, som Viseren paa en af Fjedrene

angi,~er.

Det Punkt, hvor Fjedren virker, kaldes Kraftens An

grebspunkt; man kan altsaa, uden at Ligevægten forstyrres,

flytte Angrebspunktet til ethvert Punkt i Kraftens Retning,

der el' fast forbundet med det oprindelige Angrebspunkt,

naar forresten Kraftens Størrelse og Retning bliver ufor

andret.

8. Kræfters Udmaaling. Dersom en hvilken

som helst Kraft virker paa et Legeme, der er saa lille, at

vi kunne betragte det som et Punkt (Kraftens Angrebspunkt),

vil Punktet bevæge sig i en vis Retning. Forbinde Yi nu

Punktet med et fast Punkt ved en Snor, hvis Retning

falder sammen med den, i hvilken Punktet vil bevæge sig,

men som gaar til den modsatte Side, maa Punktet blive

i Hvile, og Snoren faar en vis Spænding. Kraften, hvilken

dens Natur end er, virker derfor ganske paa samme II'Iaade

som en Snor, der udgaar fra Angrebspunktet i en bestemt

Retning, og som har en vis Spænding. Vi kunne derfor

altid tænke os de virkende Kræfter erstattede ved saadanne

Snore, og Kraften vil blive tilstrækkelig bestemt, naar Yi

angive dens Angrebspunkt, dens Retning (Snorens

Retn ing og d e n s S t ørr el s e (Størrelsen af Spændingen

r
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i Snoren, maalt i Kilogram). Enhver Kraft er derfor fuld

stændig bestemt ved en ret Linie, som afsættes ud fra

Angrebspunktet i Kraftens Retning, og hvis Længde an

giver Kraftens Størrelse, idet vi lade en vis villcaarlig valgt

Længde repræsentere et Kilogram.

Lad Angrebspunktet være A og Linien AB repræ

sentere Kraften; paa Linien gennem A og B vælge vi

en positiv Retning; vi regne da Kraften positiv eller ne

gativ, eftersom AB er positiv eller negativ.

9. Samtidig virkende Kræfter. Om samtidig

virkende Kræfter forudsætte vi, at de ere uafhængige af

hverandre. Vi ville nærmere vise, hvad vi mene hermed.

Lad os antage, at flere Kræfter virke paa et lille

Legeme, alle samme Linie, og at vi holde det lille

Legeme i Hvile ved Hjælp af en Snor. Lad de enkelte

Kræfters Størrelser (positive eller negative), maalte, idet de

virke een ad Gangen, være henholdsvis a, b, c, . Vi

sige da, at Kræfterne ere uafhængige af hinanden, naar de,

idet de alle virke samtidig, have en Resultant, der ligger i

samme rette Linie som de givne, og hvis StølTelse er

a+ b+c. .. Vi kunne ikke bevise, at dette maa blive

Tilfældet, thi det modsatte kan godt finde Sted. Udgaa

Kræfterne f. Eks. fra to samlede Magneter, tør vi, da Mag

neterne paavirke hinanden, ikke slutte, at de samlede

Magneter udøve en Tiltrækning, der er Summen af de

Tiltrækninger, som de hver for sig vilde udøve.

t O. Vi maa gøre endnu en Indskrænkning vor op

rindelige Definition af Begrebet Kraft. Dersom det Legeme,

som, paavirket af ydre Aarsager, sættes i Bevægelse, kan

betragtes som et Punkt, kan Bevægelsesaarsagen erstattes

ved en Snor med en vis Spænding; har Legemet derimod

endelige Dimensjoner, el' dette kun undtagelsesvis Tilfældet;
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vi ville senere vise, at Bevægelsesaarsagerne i saa Fald

kunne erstattes ved flere paa forskjeJlige Punkter af Le

gemet virkende, spændte Snore; man maa altsaa sige, at

Legemet i saa Fald paavirkes af et System af Kræfter.

11. Læren om Forholdet mellem Legemernes Bevæ

gelser og de virkende Kræfter støtter sig paa nogle faa

Erfaringssætninger, men er forresten en ren matematisk

Videnskab, der kaldes den rationelle Mekanik. Den

inddeles i S t a ti k e n eller Ligevægtslæren og Dy n a m ik e n,

den egentlige Bevægelseslære. Dynamiken indledes ved

Kinematiken, der beskriver de sammensatte Bevægelser

rent geometrisk (uden Hensyn til Bevægelsens Aarsager)

paa den simplest mulige Maade.

g

FØRSTE KAPITEL.

Kræfter, der angribe samme Punkt.

Grundprinciper.

12. Grundlaget for Statiken findes i følgende Sæt

ninger:

L En Kraft er bestemt ved Størrelsen og Retningen

af en fra Angrebspunktet afsat ret Linie. Angrebspunktet

kan forskydes i Kraftens Retning til et hvilket som helst

dermed fast forbundet Punkt.

II. Flere Kræfter, der virke i samme rette Linie,

kunne erstattes ved een, der er lig deres algebraiske Sum,

og som ligger i samme Linie, og omvendt.

Ere de givne Kræfter PI, P 2 , ••• Pn, Resultanten R,

har man altsaa:

R = P I + P•... +Pn . (1)
III. Et System af Kræfter med fæJles Allgrebspunkt

har altid een og kun een Resultant, og dennes Størrelse

og Retning er kun afhængig af Komposanternes Størrelser

og Retninger. Dens Angrebspunkt el' det samme som

Komposanternes.

IV. Til hvilke som helst paa et Legeme virkende

Kræfter kan fojes Kræfter, som indbyrdes holde hinanden

i Lige'vægt, og hvis Angrebspunkter ere fast forbundne

med Legemet.
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tilføjede ny Angrebspunkter altid tænkes fast forbundne

med de gamle Angrebspunkter.

14. Resultanten af to Kræfter AB og AC er

Diagonalen AD i Parallelogrammet ABDC (Kræf

ternes Parallelogram). Lad AB

og A C have et fælles Maal a,

saa at AB = P . a, AC = q . a.

Ved Paralleler deles Parallelo

grammet AD i Rhomber med

Siden a. Ifølge 13 kan nu AE

ved q Forskydninger brii1ges ned

til Stillingen CF, idet vi fol' hvert Trin, vi rykke ned,

flytte en af AC's Dele over paa EF. De to givne Kræfter

ere nu 'erstattede ved de tre: CF, EF og EH. Paa samme

:Maade flyttes EG til FH, hvorved EF gaar til GH; fort

sætte vi saaledes, have vi omsider hele AB flyttet til CD,

og A C vil da være flyttet til BD. Resultanten af CD

og BD gaar gennem D; altsaa gaar ogsaa Resultanten

af A B og AC gennem D.

Vi have saaledes beYist, at Resultantens Retning falder

sammen med Retningen af Diagonalen i Kræfternes Paral

lelogram. Beviset udvides paa sædvanlig Maade til ogsaa

at gælde, naar Kræfterne ere inkommensurable.

For at finde Resultantens StølT~lse, afsætte vi AE

lig og modsat Resultanten, AF lig og modsat AB. AB,

AE og A C ere da i Lige

vægt, og AF er derfor

Resultant af AE og AC.

F maa derfor ligge paa

Diagonalen af det ved A C

og AE bestemte Parallelo-

gram. Deraf følger AE = CF = DA. Rl)sultanten er

13. Kræfternes Parallelogram. Lad AB og A C

være to lige store Kræfter, ABDC en Rhombe. Man kan

da flytte AB til CD, naar man

samtdig flytter AG til BD.

AB og A C have nemlig en

Resultant (III); denne maa falde ud

ad AD; thi den kan ikke forandres,

naar Figuren bringes til at dække sig

selv ved Drejning om AD. Tilføje vi de fire Kræfter i

Ligevægt DB, DC, BD og CD, vil Resultanten af de to

første paa Grund af Symmetrien hæve Resultanten af de

to givne Kræfter. Tilbage have vi da BD og CD.

Vi gøre hel' een Gang for alle den Bemærkning, at

Kræfter, der virke paa et frit Punkt.

Man maa her mærke sig, at en saadan Tilføjelse vel

ikke har nogen Indflydelse paa Legemets Bevægelsestilstand,

men vel paa de indre Tryk og Spændinger. Disse tage VI

ikke her i Betragtning, da vi forudsætte, at Legemet el'

absolut fast.

V. De geometriske Forbindelser, del' ere mellem de

virkende Kræfters Angrebspunkter, kunne tænkes erstattede

ved hvilke som helst andre, del' ikke fonindre Afhængigheden

mellem de Bevægelser, som Punkterne kunne faa (uden

Hensyn til Kræfterne).

Denne Sætning, del' ikke som de andre tjener som

nærmere Definition af Kraftbegrebet, maa betragtes som

en Erfaringssætning, og det, at de mange ved dens Hjælp

udledte Sætninger ere fundne stemmende med Iagttagelser,

maa betragtes som et tilstrækkeligt Bevis fol' dens Rig

tighed.
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logram.

Lad Kræfterne være P og Q, Resultanten R, og

lad os vælge en positiv Omløbsretning i Planen. Ifølge

bekendte Formler har man da:

er Resultanten Nul.

Kræfter med samme Angrebspunkt ere derfor

i Ligevægt, naar Kræfternes Polygon lukker sig,

og omvendt.

Specielt mærkes, at Resultanten af tre Kræfter er

Diagonal i det ved Kræfterne bestemte Parallelepipedum.

16. Projiceres A, B, F ... paa en vilkaat'lig Linie

Punkterne Al' Bl' FI' er

AIBI -\- BIFI -I- + RIA l = O.
Dersom hvilke som helst paa eet Punkt vir

kende Kræfter ere i Ligevægt, er Summen af

Kræfternes Projektioner paa en vilkaarlig Linie

derfor Nul.

Dersom Summen af Projektionerne er Nul, maa paa

den anden Side H falde i A, dersom den Linie, som man

projicerer paa, ikke er vinkelret paa AH. Da nu en Linie

ikke kan være vinkelret paa tre fra et Punkt udgaaende

Linier, som ikke ligge i samme Plan, maa Kræfterne

være i Ligevægt, dersom deres Projektioner paa

de tre Akser af et retvinklet eller skævvinklet

Koordinatsystem have Summen Nul.

Betegne vi Kræfterne ved P, deres Vinkler med Akserne

ved a, fJ og y, idet vi adskille de forskellige Kræfter ved

Indices, blive altsaa de nødvendige og tilstrækkelige Lige

vægtsbetingelser :

PI cosa l + P z cosa z -I- . . . O,

PI cosfJl -\- P z cosfJz -\- . . . O, (4)

PI cosYI -\- P 2 cosYz -I- . . . O.

17. Vi ville særlig betragte et retvinklet Koordinat

system med Begyndelsespunkt i A. Enhver Kraft AB

kan opløses i tre andre, der falde paa Akserne, og som

blive Kanter i et retvinklet Parallelepipedum, hvis Diagonal

er AB. P opløses derved i tre Komposanter

Pcosa, PcosfJ, Pcosy.

Opløses alle Kræfterne paa denne Maade, og sammen

sættes de, der falde paa den samme Akse, fa as de givne

Kræfter erstattede ved tre, der falde paa Akserne, nemlig

A = IPeosa, B = IPcosfJ, C = .L:Pcosy; (5)
disse kunne atter sammensættes til en Resultant R, der

er Diagonal i det ved A, B og C bestemte Parallelepi

pedum, og som altsaa Størrelse og Retning bestemmes

ved
A B C

R=VA2-1-B2-1-C2; cosa= R; cosb= R; cosc=R' (6)

hvor a, b, c ere Resultantens Vinlder med Akserne. Ere

(2)

Kræfternes Paralle-

FE

altsaa i Størrelse lig Diagonalen

R 2 = p 2 +- Q2 -\- 2PQcos(PQ), l
R P Q

sin(PQ) = sin( QR) = sin(RP) I
Dersom (PQ) er ret, bliver

R2=p2-\-Q2; P=Rcos(PR); Q=Rcos(QR). (3)

15. Kræfternes Polygon. Dersom flere Kræfter

AB, A G, AD .... angribe Punktet A, kan man først

sammensætte to, derpaa disses

Resultant og en tredje o. s. v.

Dette sker, naar man trækker

BF :;C AG, FG :;C AD ... ;

kommer man derved tilsidst til

Punktet H, er AH den søgte

Resultant. Dersom H falder i A,



Anvendelser.

Et Punkt O tiltrækkes af de enkelte Elementer af

Stang AB med en Kraft, der el' proportional med
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Kræfterne i Ligevægt, maa man have R = O, del' med

fører A = O, B = O, C = O, de samme Betingelser, som

vi fandt ovenfor. De tre sidste Ligninger (6) vise, at

Resultantens Projektion paa en vilkaarlig Linie

er lig Summen af Komposanternes Projektioner

paa samme Linie.

Kvadrerer og adderer man de tre Ligninger (5), og

erindrer man, at man for et retvinklet System hal'

cos 2ap + cos2 fJp + cos 2 yp = 1;

cosap cosaq + cosfJp cosfJq + cosYP cosYq ,= cos(~JPq),

faar man

1. En Vægt P paa et Kilogram hænger i en Snor;

fra et Punkt C af denne udgaa to Snore, hvis Længder

ere 3 og 4, til de to faste Punkter A og B, del' ligge

paa samme Horizontal i en Afstand fra hinanden af 5.

Find Spændingen i Snorene.

Paa Punktet C virke tre Kræffer, der holde hinanden'

i Ligevægt, og hvis Størrelser ere Spændingerne i de tre

Snore. L A CB er l'et, CB og CA danne med den lod

rette Vinkler, hvis sin. ere 0,8 og 0,6; man har altsaa,

idet de to Spændinger betegnes ved X og Y;
X: Y: P = 3 : 4: 5.

Spændingen i CB bliver derfor 0,6, i CA 0,8 Kilog.

• 2. I en Trekant ABC er O .Medianernes Skærings

punkt; bevis, at tre Kræfter OA, OB og OC ere i Lige

vægt.

L 3.
en tynd
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Elementets Længde og omvendt proportional med Afstan

dens Kvadrat. En Cirkelbue med Centrum O rører AB
og begrænses af OA og OB; dens Elementer tiltrække

O efter samme Lov som AB. ~evis, at Buen og AB
udøve samme Tiltrækning paa O.

Lad to Linier fra O, der danne en uendelig lille Vinkel

dO, afskære Elementerne ds og db af Stangen o J.311en,

med Afstanden r og a fra O. Tiltrælminge . le af disse

Elementer ere da, : det k el' en Konsta 'h~nholdsvis

kds ktPP
~o~,r . a

der ere lige store, d~. ,dÆ = a g man ved paa dobbelt

Maade at udtrr~)reArealet af den lille :ekant med Grund

linien ds bal' r 2dO = ads. Da saaledes to Elementer

udøve ligestore Tiltrælminger, maa ogsaa hele Buen udøve

samme Tiltrækning som AB. J
4. De vinkelrette fra en Trekants omskrevne Cirkels

Centl'Um paa Siderne repræsentere Kræfter med Angrebs

ptmklet i Centrum. Bestem disse Kræfters Resultant.

5. Resultanten af to Kræfter er 20 kg.; den ene Kraft

er 10 kg. og den anden danner en Vinkel paa 30° med

Resultanten. Find den anden Kraft og de to Komposanters

Vinkel.

6. Tre Kræfter virke langs' med Højderne af en

Trekant (mod Vinkelspidserne) og ere proportionale med

de tilsvarende Grundlinier. Bevis, at de tre Kræfter ere i

Ligevægt.

7, Den ene af to Kræfter er afsat tilligemed Resul

tantens Retning. Hvilket er det geometriske Sted for den

anden Krafts Endepunkt?

l( 8. En Partikel med Vægt V el' ophængt i en Snor

med Længden l. Den frastødes af en lodret Stang gen-
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(8)

2

X Y Z
cru=([U=([U'
(/.a; dy d~

at Resultantens og Normalens Retningscoss. ere propor-

tionale, altsaa, at Resultanten falder paa Normalen. Lig

ningel'lle ere derfor Ligevægtsbetingelsel'lle og bestemme,

naar Kræftel'lle ere givne, i Forbindelse med Fladens

Ligning, Punktets Koordinater i Ligevægtsstillingen, medens

R el' Trykket.
Dersom Punktet ikke kan fjel'lle sig fra Fladen til

19. Fol' at udtr rkke Ligevægtsbetingelsel'lle analytisk,

tænke vi os de yclre Kræfters Resultant R efter Akserne

af et retvinklet Koordinatsystem at have Komposanterne

X, y og Z. El' Flaclens Ligning u = 0, udtrykke da

Ligningerne

kunne VI tænke os Fladen borte og betragte Punktet

som frit.
En hvilken som helst Kraft, del' virker paa Punktet,

k l
i to af hvilke den ene er rettet efter Normalen,

an op øses ,
medens den anden falder i Tangentplanen ; den første,

Punktets Tryk paa Fladen, tilintetgøres af Reaktionen,

medens intet modsætter sig den andens Virkning; skal

Punktet bli\Te i HvHe, maa denne Komposant være Nul.

Ligevægtsbetingelsen for el. til cn glat Flade

bundet punkt el' derfor, at Resultanten af de

Punktet paavirkende Kræfter Cl' rettet efter Nor

maIen. Dette findel' Sted, dersom Summen af Kræftel'lles

Projektioner paa to Retninger i Tangentplanen er Nul.

Ønsker man kun at søge Ligevægtsbetingelsel'l1e, behøver

man derfor kun at projicere paa to saadanne Retninger;

vil man tillige bestemme Reaktionen, projicerer man ogsaa

paa Normalen.

nem Ophængningspunktet med en Kraft, som el' omvendt

proportional med Afstanden fra Stangen, og som el' lig V,

naar Afstanden el' l. Find Ligevægtsstillingen og Spæn

dingen i Snoren.

\. 9. Tre Kræfter repræsenteres af tre paa hverandre

vinkelrette Korder, lldgaaende fra samme Punkt i en Kugle

flade. Bevis, at Resultanten gaar gennem Centrum.

/10. En Partikel med Vægten V el' ophængt ved en

Snor med Længeen l i et fast Punkt A og tiltrækkes af

et andet Punkt B i samme Højde som A med en given

Kraft K. Find Ligevægtsstillingen og Spændingen i Snoren,

naar AB= a.

11. En Partikel tiltrækkes af en Trekants Vinkel

spidser med Kræfter, der ere proportionale med Afstanden.

Find Ligevægtsstillingen. 5cr • fe v' I

{rI'" '/ e(. I' .J -t-;-I

Kræfter, virkende paa et bundet Punkt.

16

18. Et Punkt siges at være bundet til en Flade

d.ersom det kun kan bevæge sig i Fladen, men ikke fjern~
sIg ha den. Et saadant Punkt kan paavirkes af en ydre'

Kraft og dog være i Hvile; Erfaringen viser, at fol' at (iette

skal finde Sted, maa den ydre Kraft nærme sig desto mere

til at være normal paa Fladen, jo haardere og glattere

denne er. Vi definere derfor en gIa t Flade som en saa

dan, der kun kan tilintetgøre Virkningen af Kræfter, nor

male paa Fladen, og forudsætte da, at Fladen el' tilstræk

kelig haard til at tilintetgøre Virkningen af enhver saadan

Kraft. Fladen virker da som en Kraft, hvis Retning er

normal paa Fladen, og som el' lig (og modsat) den normale

ydre Kraft, som den tilintetgør (Ligestorhed af Aktion og

Reaktion). Tilføje vi en saadan Kraft (Fladens Reaktion)
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den ene Side, men vel til den anden Side, maa til Lige

vægtsbetingelserne føjes den, at Resultanten er rettet til

den Side, til hvilken Punktet ikke kan fjerne sig.

20. Et Punkt kan ogsaa være bundet til en glat

Kurve; tænkes den paa Punktet virkende Kraft opløst i

to, den ene efter Tangenten og den anden i Normalplanen,

tilintetgøres den sidste, Try kk e t paa Kurven, af Kurvens

Reaktion, medens intet modsætter sig Virkningen af den

første.

Ligevægtsbetingelsen for et til en glat Kurve

bundet Punkt er derfor, at Resultanten af de

Punktet paavirkende ydre Kræfter ligger i Kur

vens Normalplan. Dette finder Sted, dersom Summen

af Kræfternes Projektioner paa Tangenten er Nul. Ønsker

man kun at søge Ligevægtsbetingelserne, behøver man

derfor kun at projicere paa Tangenten, medens man, for

at bestemme Trykket paa Kurven, tillige maa projicere

paa to Retninger i Normalplanen.

21. Ere Kræfterne som ovenfor X, Yog Z, Kurvens

Ligninger u = 0, v = 0, bliver Ligevægtsbetingelsen

Xdæ + Ydy + Zdz = 0, (9)
idet denne Ligning udtrykker, at Resultanten (hvis Ret

ningscoss. ere proportionale med X, Y og Z) er vinkelret

paa Tangenten (hvis Retningscoss. ere proportionale med

dæ, dy, dz). Bortskaffes af denne Ligning dæ, dy og dz

ved Hjælp af Kurvens Differentialligninger, faar man en

Ligning, der, i Forbindelse med Kurvens Ligninger, be

stemmer Koordinaterne til Angrebspunktet i dets Lige

vægtsstilling.

22. Vi have i den ovenstaaende Udvikling tænkt

os materielle Flader eller Kurver. Ifølge det opstillede

Grundprincip V kan man imidlertid, hvis Punktet paa

19

Grund af andre Forbindelser hal' en Flade eller Kurve til

geometrisk Sted, tænke sig Forbindelserne borte og betragte

det geometriske Sted som materielt.

Anvendelser.

X12. Et Punkt med Vægt V hviler paa en Skraaplan,

hvis Vinkel med Horizontalplanen el' v. Ligevægt tilveje

bringes ved en horizontal Kraft Q; find denne og Trykket

paa Skraaplanen.

Q maa ligge i den ved Retningen af V og Planens

Reaktion bestemte Plan. Ligevægtsbetingelsen er '

Vsin v = Q cos v, hvoraf Q = ,rtg v.

Trykket T faas ved Projektion paa Planens Normal,

T = Vcosv + Qsinv = Vsecv.
13. En lille Ring kan uden Gnidning glide paa en

Snor, hvis Endepunkter ere faste. Ringen angribes af en

Kraft P; find Betingelsen for Ligevægt og Spændingen i

Snoren.

Snoren kan erstattes ved en materiel Omdrejnings

ellipsoide med de faste Punkter til Brændpunkter, og hvis

ene Akse er Snorens Længde. Kraften maa være normal

paa denne Flade og derfor halvere Vinklen mellem Brænd

straalerne (Snorstykkerne). Da 'Spændingen i de to Snor

stykker og Kraften ere i Ligevægt, blive Spændingerne

lige store. Projicerer man paa Kraftens Retning, faar man

P=2Tcos!v,
hvor P er Kraften, T Spændingen og v Snorstykkernes

Vinkel.

14. Et Punkt er bundet til en Cirkel med Radius a;

ethvert Bueelement ds tiltrækker Punktet med en Kraft,

(~,S, hvor r er Elementets Afstand fra Punktet; find Trykket.

Paa Grund af Kræfternes symmetriske Beliggenhed
2*
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el' Resultanten rettet mod Centrum. Del' el' altsaa Lige

vægt fol' enhver Stilling af Punktet. Projiceres paa Resul

tantens Retning, faas Trykket, idet L (Rr) = 0,

R ~f~"o". ~ fE ~ n.

o o

15. En Kugle lDed Vægt V hviler paa to Skraaplaner

med givne Heldninger. Find Trykkene. (Kuglens Vægt

tænkes virkende i Centrum.)

16. Et Punkt med Vægt 1T holdes i Ligevægt paa

en glat Skraaplan med Heldning v ved en Kraft, del' ligger

i Sluaaplanen; find Kraften og Trykket.

17. En Kugle med Vægt V hviler paa tre Skraaplaner,

del' danne et l'et Hjørne. Skraaplanel'l1es Vinkler med

Horizontalplanen ere givne. Find Trykkene.

~ 18. Et Punkt el' bundet til en Ellipse og tiltrækkes fra

Brændpunkterne af Kræfter, der ere omvendt proportionale

med Afstandens Kvadrat (og som ere 1 i Afstanden 1).

Find Ligevægtsstillingerne. 1, I >

19. Et Punkt, del' el' bundet til en Kugleflade, paa

virkes af Kræfter, del' repræsenteres ved tr~ paa hverandre

vinkelrette Korder, del' udgaa fra Punktet. Bevis, at Punktet

er i Ligevægt og bestem Trykket.

20. En tynd Stang uden Vægt med Længde l støtter

sit nederste Endepunkt til en glat vertikal Væg og hviler

paa et fast Punkt i Afstanden a fra Væggen, medens

Stangens andet Endepunkt bærer en Vægt V. Find Stangens

Vinkel med Væggen i Ligevægtsstillingen. y-u \1 i
21. To Punkter uden Vægt ere bundne til to Stængel'

samme Vertikalplan, og som begge danne Vinklen v med

den lodrette. De ere forbundne ved en Snor af Længden l,
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som i sit Midtpunkt bærer en Vægt V. Find LIgevægts

stillingen og Spændingen.

22. To Punkter med samme Vægt V ere bundne til

at blive i samme Højde paa en vertikal Cirkelbue (med

den konkave Side nedefter). De ere forbundne ved en

Snor med given Længde, der i sit Midtpunkt bærer en

Vægt 2 V. Find Ligevægtsstillingen og Spændingen.

23. Paa en glat, ustrækkelig Snor med faste Ende

punl~ter kan en lille Rinq bevæge sig. Ringen bærer en

Vægt. Hvorledes bestemmes Ligevægtsstillingen og Spæn

dingen? Snorens og Ringens Vægt tænkes forsvindende.

24. Et Punkt el' bundet til en Ellipsoide og tiltrækkes

af den største Akses Endepunkter med Kræfter, der ere

omvendt proportionale med Afstandens Kvadrat, og som

ere 1 i Afstanden 1. Find Ligevægtsstillingel'l1e og Trykket

paa Fladen. '

25. En Partikel med Vægt Vel' bundet til en Parabel

med vertikal Akse (Konkaviteten opefter) og frastødes af

Aksen med en Kraft, der er proportional med Afstanden

og lig det dobbelte af Vægten i en Afstand lig Parametren.

Find Ligevægtsstillingen og Tr.rkket. )

26. Et Punkt A af en Cirkelperiferi tiltrækkes af Peri

ferien og af en uendelig, ret Linie, vinkelret paa Radius

til A. Linien og Cirklen ligge til modsatte Sider af A,

og af dem begge hal' en Længde 1 en Masse fl. Tiltræk

ningen er proportional med Massen og omvendt propor

tional med Afstanden. Bevis, at Partiklen er j Ligevægt.

27. Et tungt Punkt el' bundet til Fladen æyz = aS.
Find Ligevægtsstillingen, naar z-Aksen el' lodret.

28. En Partikel med Vægt V er bundet til en hori

zontal Cirkel og tiltrækkes af et Punkt lodret over Centrum
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med en Kraft 2 V. Find Trykkets Størrelse og Retning.

naar Cirklens Radius el' r, og Punktets Højde over Cen

trum el' a.

29. Af tre Kræfter, del' holde hverandre i Ligevægt,

er den ene afsat, og af den anden el' Størrelsen given;

find det geometriske Sted fol' den tredjes Endepunkt.

30. Find Ligevægtstillingen for et Punkt, der til

trældees af de tre Vinkelspidser af en Trekant med Kræfter,

der repræsenteres ved de tilsvarende Medianer.

ANDET KAPITEL.

Parallele Kræfter.

Kræfternes Sammensætning.

. (10)

EG
Q'

D

..
...,\..

.. __ .__ ......:.:....:'

AO EF OB
EO P' EO

AO.P= OB. Q.

F:~_....:;::._~G

.~~.<.

M.~_--it'~_~,----- __"--1\B;:::-_-?;lIT

altsaa

AM til AG, Q med

EN til ED. An

grebspunkterne fol'

A G og ED flyttes

til deres Skærings

punkt E. AG kan

derpaa opløses

EF = AM og EK = P, ED i EG = EN og EH = Q.
EF og EG tilintetgøre hinanden, medens EH og EK
sammensættes, og de parallele Kræfter ere saaledes erstattede

ved en med dem parallel Kraft P + Q.
Vi søge nu Beliggenheden af det Punkt O, hvor de

parallele Kræfters Resultant skærer AE. Man hal'

23. Lad A og B være to med hinanden fast forbundne

Punkter, del' angribes af to parallele Kræfter, nemlig A af

Kraften P, B af Kraften Q. I A og B tilføje vi to lige

store og modsatte

Kræfter A M og EN.

Psammensættes med
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RC=~PkZk, }
(11)

R~=Pæl+Qæ2;

hvor

R17 = Py l + Qy 2; RC = PZ1+ QZ2,

R=P+Q.

Har man et vilkaarligt Antal parallele Kræfter, og er en

af disse Pk med Angrebspunktet (æk' Yk, Zk), udvides disse

Formler let til følgende:

R~=~Pkæk; R1]=XPk Yk;

R=~Pk'

Produktet af en Kraft og dens Angrebspunkts Afstand

fra en Plan kaldes Kraftens Moment med Hensyn

til Planen; ved paraIIele Kræfter er aItsaa Re

sultantens .Moment med Hensyn til en vilkaarIig

Plan lig Summen af Komposanternes Momenter

med Hensyn til Planen. I Stedet for Afstanden fra

Planen kan man tage Linier, paralIele med en vilkaarlig

Linie, Ligge Kræfterne i samme Plan, og tages denne til

æg-PI., falder den tredje Ligning (11) bort, og de to første

udtrykke, at Resultantens .l'l'!oment med 'Hensyn til en vil

lraarlig Linie i Planen er lig Summen af Komposanternes

Momenter med Hensyn til Linien, og vise, at man kan

bestemme Angrebspunktet ved at anvende denne Sætning

paa to ikke parallele Linier i Planen.

26. Angrebspunktet for Resultanten af paralIele

Kræfter kaldes de parallel e Kræfters Centrum. Dette

Punkt er, som vi have vist, uafhængigt af Kræfternes

Retning. Tænker man ikke paa en Drejning af Kræfterne,

behøver man kun at bestemme et vilkaarIigt Punkt af

Resultanten; lægger man da æy-PI. vinkelret paa Kræfterne,

behøver man ikke den tredje Ligning (11). Ligge Kræf

terne i samme Plan, behøver man i samme Tilfælde ikke

den anden Ligning, naar man lægger æ-Axen vinkelret

paa Kræfterne. Forstaar man ved en Krafts Moment med

Hensyn til et Punkt Produktet af Kraften og dens Afstand

der bestemmer Beliggenheden af Punktet O. Beviset

gælder ogsaa, naar de parallele Kræfter have modsatte

Retninger (ere antiparallele), naar vi vedtage at give saa

danne Kræfter modsatte Fortegn. Kun i det Tilfælde, hvor

de antiparalIele Kræfter ere lige store, gælder Beviset ikke,

da AG og BD blive parallele. Vi komme senere tilbage

til dette Tilfælde.

25. Dersom A og B med Hensyn til et Koordinat

system have Koordinaterne æ1'Yl,zl; æ2'Y2,z2' bestemmes

som bekendt Koordinaterne ~, 17, C til' O ved Ligningerne

24. Ligesom hvilke som helst Punkter i de givne Kræf

ter kunne betragtes som Angrebspunkter, kan ogsaa ethvert'

Punkt i Resultanten betragtes som dens Angrebspunkt.

Punktet O spiller imidlertid en særlig Rolle. Man ser

af (10), at dets Beliggenhed el' uafhængig af de parallel e

Kræfters Retning. Drejer man P og Q om A og B, saa

at de vedblive at være parallele, vil derfor deres Resultant

P+ Q stadig gaa gennem O. Dette Forhold har særlig

Betyding. Lad f. Eks. Vægtene P og Q være ophængte i

Endepunkterne af en Stang AB, hvis Vægt vi kunne se

hort fra, og som kan dreje sig om et fast Punkt (en mate

matisk Vægtstang) . Vi forudsætte, at del' er Ligevægt.

Det faste Punkt kan bOl'ttages, naar vi indføre dets Reaktion,

paa Stangen. Denne er da paavirket af denne Reaktion,

p og Q; Betingelsen for Ligevægt er derfor, at det faste

Punkt ligger i O, og Trykket paa dette Punkt vil være

P+ Q' og have samme Retning som P og Q. At Belig

genheden af O er uafhængig af denne Retning viser altsaa,

at Ligevægten ikke forstyrres, naar Stangen drejes om det

faste Punkt, idet det aabenbart er ligegyldigt, om man

drejer Stangen eller Kræfterne.
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ha Punktet (begge Faktorer tagne med Fortegn), udtrykker

den' første Ligning, at Resultantens Moment med Hensyn

til et vilkaarligt Punkt i Planen er lig Summen af Kom

posanternes lVlomenter med Hensyn til det samme Punkt;

vi skulle senere vise, at Sætningen i denne Form gælder

for hvilke som helst Kræfter i Planen.

27. Vi viste ovenfor, at Metoden til Sammensætning

af to parallele Kræfter var ubrugelig, naar Kræfterne vare

lige store med modsatte Tegn. Man ser ogsaa let, at to

saadanne Kræfter ikke kunne komme i Ligevægt med en

enkelt Kraft, da en saadan ved Sammensætning med den

ene aldrig kan give en Resultant, del' tilintetgør den anden.

Anvender man de fundne Formler paa to saadanne Kræfter,

faar man en Resultant, der er Nul, men som ligger uendelig

fjernt. Man kan derfor bruge de fundne Formler i alle

Tilfælde, naar ma fastholder, at. en uendelig fjern Resul

tant Nul viser, at Systemet af Kræfter reduceres til to,

der ere lige store og med modsatte Retninger.

Ligevæg'tsbetingelser for parallele Kræfter.

28. En nødvendig Ligevægtsbetingelse for parallele

Kræfter er R = O eller ~Plc = O. Denne Betingelse el'

imidlertid ikke tilstrækkelig, da' man, naar den er opfyldt,

i Reglen faar uendelige Koordinat.er til Angrebspunktet.

El' Kræfternes Sum Nul, kunne yi sammensætte dem

alle med Undtagelse af P l; man faar da en Resultant

- P l' hvis Angrebspunkt bestemmes ved

- PI~ = P 2 X 2 +- P3 X 3 + , l
- PI 1] = P 2 U2 -I- P 3U3 + , J'
-PlC = P 2 Z 2 + P 3 Z 3 + .

27

Systemet er herved reduceret til de to Kræfter PI med

Angrebspunktet (x l' Ul' Z l) og - P l med Angrebs

punktet (~, 1], C). Disse to Kræfter holde kun hinanden

i Ligevægt, dersom de falde i samme Linie, altsaa der

som den Linie, der forbinder (Xl' Ul' Zl) med (~, 1], C),
er parallel med Kræfterne; danne disse med det ret

vinklede Koordinatsystems Akser Vinklerne a, (3 og r, er

Betingelsen herfor

xI-~ YI-1] Zl-C--- = --- = ---

Anvendelser.

31. En tynd Stang bærer i Punkterne A, B, C IUJn

holdsvis Vægtene 2, 3, 4,. I hvilket Punkt D skal Stangen

understøttes fol' at være i Ligevægt, og hvor stort bliver

Trykket i D?

Trykket bliver 2 +- 3 +- 4 = 9, og D best.emmes, idet

Momenterne tages med Hensyn til A, ved Ligningen

9.AD = 3.AB+4.AC.
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32. Find Centrum for tre lige store parallele Kræfter

P, der virke i Punkterne A, B og C.

P i B og P i C sammensættes til 2P i Midtpunktet

af BC, og 2P sammensættes atter med P i A til3P i

Skæringspunktet for Medianerne i Trekanten ABC.

33. Find Centrum for fire lige store, parallele Kræfter,

der virke i Hjørnespidsel'l1e af en tresidet Pyramide.

34. Et trekantet; trebenet Bord hal' Vægten V og

Sidel'l1e 3, 4 og 5. Hvor stort er Trykket paa hvert af

Benene, naar Bordets Vægt tænkes samlet i Trekantens

Tyngdepunkt?

35. En uendelig Række smaa Kugler, af hvilke hver

følgende vejer halv saa meget som den foregaaende, ere

anbragte paa en Stang uden Vægt, idet Afstanden mellem

to paa hinanden følgende er a. Hvor skal Stangen under

støttes for at være i Ligevægt?

36. Af en Stang med Længden a hal' et Element ds

Vægten kæds, hvor k er et givet Tal og æ el' Elementets

Afstand fra Stangens ene Endepunkt. Hvor skal Stangen

understøttes fol' at være i Ligevægt, og hvor stort el'

Trykket i Understøtningspunktet?

37. Bevis, at en tynd, trekantet Plade af ensartet

Stof og med samme uendelig lille Tykkelse overalt el' i

Ligevægt, naar den understøttes i Medianernes Skærings

punkt.

38. Fire parallele Kræfter have Størrelsel'l1e 1, 2

- 3 og 4 og Angrebspunkterne (O, O, O), (1, 2, a), (3, 2, 1)

og (4, 1, 1). Find Resultantens Størrelse og Angrebs

punkt.

39. I Hjørnespidsel'l1e af et Tetraeder virke parallele

Kræfter, proportionale med Arealerne af de modstaaende

29

Sideflader ; bevis, at deres Centrum falder i den indskrevne

Kugles Centrum.

40. Om en Kugle er et Polyeder omskrevet, og i

Røringspunktel'l1e er anbragt parallele Kræfter, propor

tionale med de tilsvarende Sidefladers Arealer. Bevis,

at de parallele Kræfters Centrum falder sammen med
Kuglens.
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Forhold til Volumen, kaldes

Vægtfylden ø, Volumen v,

hvor g el' et konstant Tal, hvis Bestemmelse vi

ville omtale*).

Den Masse, der findes i

Tætheden; er Tætheden e,
har man altsaa:

senere

Masse, Tæthed.

TREDJE KAPITEL.

Tyngdepunktet.

(17)

*) Naar Metren el' Længdeenheden, er g = 9,80000 ••. (Paris)

elm Se= elv; m = eelv .

Det sidste Integral el' i Almindelighed tredobbelt og ud

strækkes til alle Legemets Dele.

Eksp. 1. En Kugle med Radius a besUtar af koncen

triske, homogene Lag. I Afstanden 1 fra Centrum er

Tætheden 1, og for øvrigt er den proportional med Afstanden

fra Centrum. Find Kuglens Masse.

En KugleS'kal med Radius r og Tykkelsen dl' hat,

Volumen 4nr2dr, Tætheden r, altsaa Massen 4nr3dr; man
hal' da:

ø=ge; m=ev ; p=gev. (16)
30. Medens Forholdet mellem IvIasse og Volumen

ved homogene Legemer er konstant og lig Tætheden, bliver

det ved heterogene Legemer ikke konstant, men angiver

fol' enhver Del af Legemet, hvad man kan kalde dets

MiddeJtæthed. Lader man den betragtede lille Del af

Legemet aftage mod Nul, nærmer Forholdet sig til en vis

Grænseværdi; denne kalde vi Legemets Tæthed i det be

tragtede Punkt; man har altsaa:

m = f~nr3dr = na4 .

o

Eksp. 2. I et retvinklet Parallelepipedum med Kanterne

2a, 2b og 2c er Tætheden 1 i Afstanden 1 fra Centrum

og forholder sig for øvrigt som Kvadraterne af Punkternes

Afstande fra Centrum; find Massen.

(15)p=gm,

29. Et Legeme kaldes homogent, naar del' ikke

el' anden Forskel paa kongruente Dele af det end den,

som Beliggenheden medfører; i modsat Fald kaldes det

heterogent.

Efter hvad vi have sagt Om Tyngdekraftens Virkning

falger, at lige store Volmnina af et homogent Legeme

have samme Vægt. . Fol' forskellige homogene Legemer

afhænger Vægten af et givet Volumen af Legemets Natm.

Vægten af en Volumenenhed af et Legeme kaldes dets

Vægtfylde (specifik Vægt). Va~d har aJtsaa ved sin

største Tæthed Vægtfylden 1.

Dersom et Legeme blev sammenpresset, saa at dets

Volumen blev halv saa stort, vilde dets Vægt blive ufor

andret, medens Vægtfylden blev dobbelt saa stor. Ivlan

siger derfor, at den Ivl as s e, som findes i et vist Volumen,

vokser med Vægtfylden. Som .Maal for et Legemes Masse

kan man derfor bruge dets Vægt eller en dermed propor

tional Størrelse. Er p et Legemes Vægt, m dets Masse,

sætter man i Virkeligheden
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Sæds Syds Szds
(21)~=-y; 17=-y; 1;= y'

Vi skulle nu give nogle Anvendelser af disse Formler.

(20)

Man taler ogsaa om Tyngdepunktet af en Flade; man

opfatter da Fladen som et Legeme med en meget lille

konstant Tykkelse og faar 'da, naar Fladeelementet el' df,

Sæd!
~ = -----p;-;

32. En Cirkelbues Tyngdepunkt. Lad Radius

Tære a, Centervinklen 2u. Læg Begyndelsespunktet i Cen

trum og æ-Aksen gennem Buens Midtpunkt; man ser let,

at Tyngdepunktet maa falde i denne Akse, saa at man kun

behøver at beregne ~; man hal' nu, idet æ = a cos 6 ;

ds = ade,

I: = Sæds = a2I_u~0:6d6
~ _a.2asinu ak

L ----"---L----L-=Y'
idet k el' Buens Korde.

33. En vindskæv Kurves Tyngdepunkt. En

vindskæv Kurve projiceres paa æy-PI. i Parablen y2 = 4aæ,

paa æz-PI. i en Cykloide, del' gaar gennem Begyndelses

punktet, og hvis Akse falder paa æ-Aksen. Den rullende

Cirkels Diameter el' b; man hal' da:

l V-b-- dd: -- V:,~: - æ æ; w w

]11'01' F el' Fladens hele Areal. Man kan forresten ogsaa

tænke sig Tykkelsen eller Tætheden i Fladens forskellige

Punkter varierende; man ser let, hvilken Ændring Form

lerne derved faa.

Paa lignende Maade taler man om en Li;1ies Tyngde

punkt; el' Linieelementet ds, den givne Linies hele Længde L,

raar man:

..

Tyngdepunktets Bestemmelse.

Tages Centrum til Begyndelsespunkt, og lægges Akserne

parallele med Kanterne, bliver Tætheden i (æ, y, z) udtrykt

Ted æ2+y2+z2; Massen af Volumenelementet' el' altsaa

(æ2+y2+z2)dædydz og følgelig:

f +etf+bf+e 8
m = (æ 2+y2+z2)dædydz = 3abc(a2+b2+c2).-et -b -e

31. Tyngdekraften paavirker enhver Del af et Legeme

og giver Volumenelementet dv en Vægt uedv; ethvert

Punkt (æ, y, z) af Legemet el' altsaa Angrebspunkt fol' en

lodret Kraft af denne Størrelse; denne Krafts Momenter

med Hensyn til Koordinatplanerne ere:

geæclv; Beyclv; gezdv,
medens Kræfternes Sum er hele Legemets Vægt

p = BSeclv .

Centmm fol' de uendelig mange uendelig smaa paralJele

Kræfter kaldes Legemets Tyngdepunkt; det el' et Punkt,

som el' uafhængigt af Legemets Stilling, idet Kræfterne

kunne drejes om deres Angrebspunkter til nye parallele

Stillinger, uden at CentL'um flyttes. Tyngdepunktets Kool'

dinater bestemmes nu ifølge (11) ved:

~ = S e
ædv

. 17 = S eyclv. I; _ S e
zdv

(18)
Seclv Sedv ' - Sedv '

idet den konstante Faktor B bortforkortes. El' Legemet

homogent, kan e bortforkortes, og man faaL', hvad man

kalder det geometriske Legemes Tyngdepunkt, bestemt ved:

_ Sædv Sydv Szdv
~ - -----v- ; 17 = -----v- ; I; = -----v- ' (19)

hvor V el' Legemets Volumen.

3
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V

a+b
ds = -æ- dæ.

Søges Tyngdepunktet af den Bue, hvis Endepunkter

bestemmes ved æ=a og æ=b, har man L=2v(a+b)b

og altsaa:

2V(a+b)b~=S:dæVa+b=!bv(a+b)b' ~=~b'
æ 3 '3 '

o

SZdæ ,r f - - f-\1; = 2zyæ- 2Væelz= 2zv'æ~2 v'b~ædæ,

hvorved

11'- n 4 (n 2)2 H = 2 - bVb- - b' 1[;. r = - - - b
2. 3 ya, '" 2 3 .

34. En Trekants Tyngdepunkt. Deles Trekanten

i Elementer ved Linier, parallele med en Side, faar hver af

disse sit Tyngdepunkt paa Medianen; Tyngdepunktet ligger

altsaa i enhver .Median og er derfor disses Skæringspunkt.

Anbringer man tre lige store Vægte i en Trekants

Vinkelspidser, faa disse samme Tyngdepunkt som Trekantens

Areal; de to kunne nemlig sammensættes til een i Sidens

Midtpunkt, og Resultanten af denne og den tredje angriber

i .Medianen (se Ekspl. 32). Er hver af Vægtene lig Tre

kantens Areal, bliver Resultanten 3 Gange Arealet.

35. En Firkants Tyngdepunkt. Lad Firkanten

være ABCD, og lad O være Diagonalernes Skæringspunkt.

I A, B og C anbringes tre Vægte lig Trekanten ABC,

35

i A, C og D tre Vægte lig ADC; de seks Vægte have det

samme Tyngdepunkt som Firkanten. Vægten i B og Vægten

i D have en Resultant, lig Firkantens Areal og virkende i

et Punkt N af BD, idet BO = ND. Vægtene i A og C

have en Resultant, lig 2 Gange Firkantens Areal og vir

kende i Midtpunktet M af A C. .Tyngdepunktet. T ligger

altsaa i MN, saaledes at iN = 2M T, og Resultanten i

T er 3 Gange Firkantens AJ.'eal.

Heraf udledes let følgende Konstruktion af Tra"pezets

Tyngdepunkt: Forlæng de paral1ele Sider i modsatte Ret

ninger og gør enhver af Sidel'l1es Forlængelser lig den anden

Side. Tyngdepunktet ligger da i den Linie, der forbinder

Forlængelsel'l1es Endepunkter, og i den. Linie, der forbinder

de parallele Siders Midtpunkter.

36. Cirkeludsnit. Udsnittet kan tænkes sammensat

af uendelig mange Trekanter, hvis Toppunkter ligge i

Centrum, medens Grundliniel'ne ere uendelig smaa Kordel'.

Disse Trekanters Tyngdepunkter falde i en Bue, hvis

Radius er t af den givne, og hvis Centrum og Centervinkel

falde sammen med Udsnittets. . Tænke vi os, at ethvert

Element af denne Bue har den samme Vægt som den

lille Trekant, hvori det ligger, vil Buen blive homogen,

og dens Tyngdepunkt falde sammen med Udsnittets Tyngde

punkt. Dette ligger altsaa i en Afstand fra Centrum

2 ak
æ=p;'L'

37. Omdrejningsfladers Tyngdepunkt. En Om

drejningsflade om z-Aksen, begrænset af to Planer, bestemte

ved z=a og z=b, har sit Tyngdepunkt i Aksen; 'kaldes et

Element af .Meridiankurven i æz-PI. els, bliver Overfladens

Element 2næ els, dets Moment med Hensyn til æy -PI.

2næzels, saa at Tyngdepunktet bestemmes ved:

3*
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Ibds Ib ds
, ædz dz = æz dzdz.

a et

Er f. E. Meridiankurven Parablen æ2 = p z, bliver p ds =
v'p2 + 4æ2dæ, altsaa:

p 'S:;~2+4æ2 dæ ~S;P~P2-1 4æ2dæ o. s. v.

vpa Vji{.i

38. Kuglefladen. Vi ville søge Tyngdepunktet for

den Del af Kuglefladen æ2-+ y2 +Z2 = a2, der afskæres

ved Cylindren æ2 +y2 = aæ. Tyngdepunktet maa ligge

æ-Aksen. Overfladeelementet el':

dJ= Vl -j (dz)2 1_ (dZ)2dædy = adædy,
dæ dy z

hvoraf

.;. 2aIIdæ:
y

= 2 affæ d: dy

eller, idet VI indføre polære Koordinater i æy-PI.:

.;i~oi:';~r ~S:osOd0ia c;~ ~r o. s. v.
a2_r2 ya 2-r2

o o o o
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Tyngdepunkt, ligger altsaa ogsaa Pyramidens Tyngdepunkt

i denne Linie; Værdien af .; viser, at den deler Linien,

saa at Stykket nærmest Toppunktet er tre Gange det

andet Stykke. Det samme Punkt . er Tyngdepunkt for

fire lige store Vægte, ophængte i Pyramidens Hjørnespidser.

Man ser heraf, at Tyngdepunktet er Midtpunkt af de

Linier, der forbinde modstaaende Kanters Midtpupkter.

40. Et Ellipsoidesegments Tyngdepunkt. Lad

Segmentet afskæres af Planen P. Snit, parallele meel P,

skære i ligedannede Ellipser, hvis Centrer ligge paa disse

Planers Diameter. Segmentets Tyngdepunkt ligger derfor

ogsaa paa denne Diameter; VI søge dets Afstand z l fra

Ellipsoidens Centrum.

Lad en Diametralplan, parallel med P, være æy-PI.,

Diametren z-Aksen for et skævvinklet System. En Plan,

parallel med P, skærer Ellipsoiden:

æ2 y2 Z2
a2+ b2 + c2 = 1

en Ellipse

Kaldes Arealet af Snittet med æy-PI. A, bliver denne

Ellipses Areal:

A(1-::),
hvorved man faar, idet P har Ligningen z = h,

Zl =,[(1- z:)z dz :i(C1- z:) dz = ~. (c +h)2.
C c 4 2c+h

h h

41. En Cylinders Volumen og Tyngdepunkt.
Vi ville betragte en Cylinder, hvis Gl'Undflade, normal paa

Frembringeren, ligger i æy-PI., medens den anden Endeflade,

der danner Vinklen v med Grundfladen, ligger i Planen:

z = aæ+by+c.

39. En Pyramides Tyngdepunkt. Lad Grund

fladens Areal være A, Højden h; et Snit parallelt med

Grundfladen i Afstanden æ fra Toppunktet, liar Arealet ~:A;

dette Snit og et dermed parallelt i Afstanden dæ begrænse
2

en Skive, hvis Volumen er ~2 A dæ, og hvis l\'Ioment med

Hensyn til Grundfladen er Volumen, multipliceret med

h-æ. Tyngdepunktets Afstand fra Grundfladen er da:. Ih Ih h.; = æ2(h-æ)dæ: æ2dæ = 4'
o o

Da alle de enkelte Skivers Tyngdepunkter ligge paa

den rette Linie, der forbinder Toppunktet med Grundfladens
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Begyndelsespunktet er valgt i Grundfladens Tyngdepunkt.

V er Volumen af Cylindren og F Arealet af Grundfladen;

man hal' da, idet dJ.. er Elementet af Grundfladen,

V = SzdJ..,
hvor Integralet udstrækkes over hele Grundfladen. Tyngde-

punktet af den anden Endeflac1e projiceres i Grundfladens

Tyngdepunkt, da de to Fladers Elementer kun ere for

forskellige v~d den kontante Faktor secv.' Den· tredje KoOl'

dinat til den anden Endeflades Tyngdepunkt er da c, og

man har:

Er Cylindren skraat afslmaren ved begge Endeflader, kan

man ved et normalt Snit dele den i to, der hver for sig

maales ved den fundne Formel; ved Addition faar man da:

En skraat afskaaren Cylinders Volumen (Lede

kurven vilkaarlig) e r P ro d u ktet af N o rm a Is n i tte t og

den Linie, del' forbinder Endefladernes Tyngde

punkter.

Sætningen gælder ogsaa, naar de to Endeflader skære

hinanden, idet de to kileformige Legemers Voluminer faa

modsatte Tegn. Falde de to Endefladers Tyngdepunkter

sammen, bliver Volumen Nul, altsaa de to kileformige

Dele lige store.

For at bestemme Tyngdepunktet af Cylindren, hvis

ene Endeflade er normal paa Frembringeren, betragte VI

Volumenelementet zdJ... Dets Momenter med Hensyn til

Koordinatplanerne ere henholdsvis:

æzdJ..; yzdJ.., tz2dJ..;
man har altsaa, idet Integralerne tages over hele Grund

fladen:

~Sz(lJ.. = SæzdJ..; 17Szd J.. = SyzdJ..; 'SzdJ.. = iSZ2d J...

2'-c ~2 17 2

~F=B+A'

at det geometriske Sted el' en Paraboloide, hvilI,en

Cylindrens Ledelinie er.

Indsættes heri z = aæ +by +c, og erindrer man, at man

har Grundfladens Tyngdepunkt i Begyndelsespunktet, altsaa:

SædJ..=O; Sy d J.. = 0,
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~cF= aSæ2dJ, + bSæydJ..,

'Y}cF= aSæydJ..+ bSy2dJ..,

'cF = ~ a
2S æ2dJ.. + ab S æydX + ~b2Sy2dJ.. + ic2F.

In~egralerne ere afhængige af Grundfladens Størrelse

og Forl11; vi tænke os, at Akserne j Grundfladen ere valgte

saaledes, at Sæy dJ.. = 0, hvad der, SOI11 det senere vil

blive vist, altid er muligt; sætte vi nu Sæ2 dJ.. = B;

Sy 2 dJ, = A, have vi:

~cF= aB; 17cF= bA; 2'cF= a2B+b2A+c2F:

Tænke vi os a og b varierende, medens c el' konstant, vil

Cylindrens Volumen cF ikke foran~lres; det geometriske

Sted for Tyngdepunkterne af de skraat afskaarne Cylindre

med konstant Volumen findes da ved Elimination af a og b;

man faar:

faar man:

saa

end

Guldins Regel.

42. Dersom en plan. Kurve drejer sig om en

Linie i Kurvens Plan, beskriver den en Omdrej

·ningsflade, hvis Areal er Kurvens Længde, mul

tipliceret med den af dens Tyngdepunkt gennem
løbne· Vej.

. Tages Omdrejningsaksen til æ-Akse, bestemmes Ordi

naten til Kurvens Tyngdepunkt ved:

y1L = Syds,

(22)

cFsecv = S ZsecvdJ..,

V = cF.hvoraf
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hvor L er Kurvens Længde, og Integralet udstrækkes til

hele Kurven. Omdrejningsfladens Areal er imidlertid:

A = 2nSyds = 2ny l L.

43. Vohuuen af et af en plan Figur ved Om

drejning om en i Figurens Plan liggende Akse

beskrevet Omdrejningslegeme er Figurens Areal,

multipliceret med den af dens Tyngdepunkt gen

nemløbne Vej.

Lægge vi æ-Aksen som ovenfor, have VI:

SYl+Y2 ( )ylA = 2 Yl-Y2 dæ,

hvor A er Arealet, (y1-Y2) dæ er Arealets Element og

Ih ty· er Ordinaten til Elementets Tyngdepunkt. Man

har imidlertid Omdrejningslegemets Volumen:

11=.nS(Y1 2-Yz 2)dæ = 2nYI A .

Man ser let, at de to beviste Sætninger gælde, selv

om Tyngdepunktet kun beskriver en Del af Cirkelperiferien.

Dersom Figuren bevæger sig, saa at dens Plan stadig el'

normal paa en vis pl"an Kurve, der stadig skærer Figuren

i samme Punkt og el' parallel med alle de Kurver, som

Figurens Punkter beskrive, ville Sætningerne ovenfor gælde

for enhver uendelig lille Del af Bevægelsen, og følgelig

vil det beskrevne Volumen (Areal) være Figurens Areal

(Kurvens Længde) multipliceret med den af Tyngdepunktet

gennemløbne Vej.

Anvendelser.

41. Et Punkt tiltrækkes af et System af n Punkter

med Kræfter, der ere proportionale med Afstanden. Vis,

at Resultanten gaar gennem Systemets Tyngdepunkt.

Dette Punkt vælges til Begyndelsespunkt; er et af de

tiltrækkende Punkter (æp, YP' zp), medens (æ, y, z) er det

•
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tiltrukne Punkt, er Komposanten efter æ-Aksen k(æl'-æ),

altsaa:
x = k2(æp-æ) = - knæ,

idet 2æp = O. De andre Komposanter ere - kny og

- k nz. Resultanten gaar derfor gennem Tyngdepunktet

og el' lig Afstanden fra dette" multipliceret med kno Den

beviste Sætning kan derfor ogsaa udtrykkes saaledes: Naar

Tiltrækningen er proportional med Afstanden, tiltrækkes

et Legeme som om hele dets Masse var samlet i dets

Tyngdepunkt.

42. Ved at kvadrere og addere de tre Ligninger,

der bestemme Tyngdepunktet for et System af Punkter,

med Masserne ml' m 2 ... , faar man (se (11)):

M.2R2 = 2m/e/+ 22mpmq(æpæq +YPYq +ZpZq) ,

hvor M er den samlede ,Masse, R et· Tyngdepunktets

Afstand fra Begyndelsespunktet og el' e2' • de enkelte

Punkters Mstande fra Begyndelsespunktet. Nu er, idet

rl',q er Afstanden mellem ml' og mq,

rp,q2 = (æp - æq)2 + (yp - yq)2 + (zl' - Zq)2,
altsaa: •

22mpmq(æpæq +- YPYq +ZpZq)

2mpmq(e/ +e/)- 2ml' mqrp,q2
og derfor

jJ;[2 R 2 = 2m/ep 2+ 2mpmq(el'2+ eq2) - 2mpmqrp,q2

= M2 mpep2 - Zml' mq,rp,q2,

der viser, at Zme2 er konstant, naar Begyndelsespunktet

beskriver en Kugle med Centrum i Tyngdepunktet, og

Minimum, naar Begyndelsespunktet vælges i Tyngdepunktet.

43. Et Areal begrænses af en Parabel og en Korde,

vinkelret paa Aksen. Fi'nd Tyngdepunktet.

44. Bevis, at Tyngdepunktet for en Trekants Peri

meter er Centrum for en Cirkel, indskreven i den Trekant,
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hvis Vink'elspidser ere .Midtpunkterne af den givne Trekants

Sider.

45. Søg Tyngdepunkterne for Buelængde og for

Areal af en Cykloide.

46. Find Overflade og Volumen af det Legeme, som

beskrives af en Cirkel, der drejer sig om en uden for

Cirklen men i dens Plan liggende Akse.

~ 47. En Polygon er omskreven om en Cirkel. Bevis,

at Arealets Tyngdepunkt deler den Linie, del' forbinder

Perimetrens Tyngdepunkt med Centrum, i Forholdet 1 : 2.

l 48. Bestem Tyngdepunktet for Arealet af en Halv

cirkel, hvis Tæthed forholder sig som Kvadratet af Af

standen fra Centrum.

49. En ret Linie bevæger sig saaledes, at den i

Forbindelse med t.o faste rette Linier danner en Trekant

med konstant Areal. Hvilken Kurve beskriver denne

Trekants Tyngdepunkt?

X 50.. Bevis, at Tyngdepunktet fol' et villcaarligt Areal

paa Overfladen af l)n Kugle med Centrum i Begyndelses

punktet hal' Koordinater, der ere proportionale med Arealets

Projektioner paa Koordinatplanerne.

51. Hvor ligger Tyngdepunktet for en Omgang af en

Vindel!inie?

52. Find Volumen og Overflade af det Legeme, som

beskrives af en Cirkel, hvis Plan, uden at glide, drejer sig

en Gang rundt paa en cirkulær Cylinder.

53. Benyt Guldins Regel til Bestemmelse af en

Halvcirkels Tyngdepunkt.

54. Et Areal, begrænset af en Parabelbue og den

Korde, der forbinder Toppunktet med Endepunktet af

Ordinaten fra Brændpunktet, drejer sig' om .denne Korde.

Bestem det frembragte Legemes Tyngdepunkt.

•
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55. Hvilke Formler faas til Bestemmelse af et plant

Areals Tyngdepunkt ved polære Koordinater?

56. Bestem Tyngdepunktet for det Volumen, der

begrænses af en cirkulær Kegleflade og to Kugleflader

med Centrum i Keglens Toppunkt.

57. Find Tyngdepunktet for en skraat afskaaren

cirkulær Cylinder.

58. Find Tyngdepunktet for Overflade og for Volumen

af en Halvkugle.
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FJERDE KAPITEL.

Kraftpar eller Svingkræfter.

45

parret maatte dreje sig om Stangens Midtpunkt; man maa

imidlertid vel vogle sig for at tro, at et Legeme, det

paavirkes af et Kraftpar, altid vil dreje sig om Kraftparrets

Akse; vi ville senere vise, at et Kraftpar vel vil bringe er

Legeme til at rotere, men at Rotationsaksen altid vil være

en Linie gennem Legemets Tyngdepunkt, og at endogsaa

denne Linies Retning kun undtagelsesvis falder sammen

med Aksens Retning.

Kraftpars Ændring.

45. Et Kraftpar kan forskydes parallelt.

Lad (P, - P) med Armen AB forskydes parallelt,

saa at Armen falc1er i GD; t
vi give de to Kræfter i G og AL=..o-:-•• --------".".,.\B
D modsatte Retninger og be- .' .:: :-' -.:: .' " l'
høve darT bflot at belVise,. at er---- D

det ny 'l..ra tpar og (et givne

ere i Ligevægt. Nu kunne Kræfterne i G og B sammen

sættes til 2P, virkende i Midtpunktet af GB, medens

Kræfterne i A og D sammensættes til en Kraft 2 P, der

er modsat den forrige og virker i Midtpunktet af AD; da

nu AD og GB have samme lVlidtpunkt, holde de to Kraft

par hinanden i Ligevægt.

46. Et Kraftpar kan drejes om Armens Midt-

Et Kraftpars Moment.

44. Vi have bevist, at to paraJlele Kræfter have en

enkelt Resultant, undtagen i det Tilfælde, hvor de ere lige

store og have modsatte Retninger (ere antiparallele). Et

System af to saadanne Kræfter, P og - P, kaldes et

Kraftpar eJler en Svingkraft og betegnes (P, - P);
Kræfternes Afstand kaldes Kraftparrets Ar m; ere Angrebs

punkterne faste, kaldes dog ofte deres Forbindelseslinie

Armen; Produktet af en af Kræfterne og deres Afstand

kaldes Momentet.

Momentet repræsenteres ved Længden af en ret Linie,

idet Momentet 1 repræsenteres af en villmarlig valgt Længde.

Momentet afsættes ud af en Linie, der er normal paa

Kraftparrets Plan, og som kaldes Kraftparrets Aks e. Man

lader i Almindelighed Aksen gaa gennem Armens Midt

punkt, og Momentet afsættes da fra Midtpunktet til den

Side af Planen, fra hvilleen man vilde se Armen under

Kræfternes Paavirlming dreje sig i samme Retning, som

man ser Viserne dreje sig paa et Uhr. Momenterne regnes

da positive eller negative, idet men vælger en positiv

Retning paa Aksen.

Dersom Armen var en homogen Stang, kan man

umiddelbart indse, at denne under Paavirlming af Kraft-

• punkt.

Lad Armen AB være drejet

bylte vi Kræfterne i G og D

med de modsatte, skal det

ny Kraftpar og det givne

holde hinanden i Ligevægt;

man ser imidlertid let, at

til Stillingen GD; om

C

D
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Kraftpars Sammensætning.

c

E

B

samme Endepunkt af Armen. Vi faa derved et Kraftpar,

hvis Akse falder sammen med de givnes, og hvis Moment

er den algebraiske Sum af de givne Kraftpars Momenter.

Kraftp ar med p aralIe Ie Akser sam m ensættes alt

saa, idet deres Momenter forskydes, saa at de

gaa gennem samme Punkt, og sammensættes som

enkelte Kræfter.

50. For at samniensætte to Kraftpar, der ikke have

parallele Akser, omforme vi dem' begge, saa at Kræfterne

blive 1 og Armene altsaa lig Momenterne; vi dreje dem

derpaa i deres Planer til Kræfterne blive parallele med

Planernes Skæringslinie og forskyde dem nu, saa at de

to Arme AB og A G have et

Endepunkt fælles; i dette virker

der to Kræfter 1 i . samme

Retning; de sammensættes til

en Kraft 2, medens Kræfterne

i B og G sammensættes til

en Kraft 2, der virker i O,,
Midtpunktet af BG; de givne

Kræfter ere nu erstattede ved

et Kraftpar (2, - 2) med Armen AO, og dette Kraftpar

erstattes atter ved et andet (1, -1), hvis Arm AD =
2 A ° el' Diagonal i det ved AB og A G bestemte Parallelo

gram. Kraftpal'renes Momenter ere lig Armene og kunne

afsættes ud fra A ved at man drejer Armene en ret

Vinkel i den Plan, i hvilken de alle tre ligge. Altsaa:

Kraftpar sammensættes, idet man forskyder

deres Momenter til de gau gennem samme Punkt

og derpaa sammensætter dem som enkelte Kræfter.

Ligning viser, at Summen

af de parallele Kræfters

Momenter med Hensyn

desuden Kræftel'l1es Sum el'

Resultanten af Kræfterne i A og G er lig og modsat

Resultanten af Kræfterne i B og D.

47. Armen og Kræfterne kunne ændres, naar

blot Momentet bliver uforandret.

Ombyttes efter Ændringen Kræfterne med modsatte,

skulle vi vise, at (P, - P) med Armen AB og (Q, - Q),
med Armen A G holde

hinanden i Ligevægt, idet

P.AB= Q.AG. Denne

til Punktet A er Nul, og da

Nul, el' der Ligevægt (27).

48. De nævnte Ændringer kunne kombineres, og VI

kunne derved erstatte et K 'aftpar ved et hvilket

som helst andet, naar blot Aksens Retning og

Momentets Størrelse ikke forandres; et Kraftpar el'

derfor fuldstændig defineret ved Længden og Retningen

af den rette Linie, der repræsenterer II'Iomentet. Vi have

saaledes enkelte Kræfter og Kraftpar repræsenterede paa

samme .Maade, kun med den Forskel, at den rette Linie

kun tør forskydes i sig selv, naar den forestiller en Kraft,

medens den ogsaa tør forskydes parallelt, naar den fore

stiller et Kraftpar.

49. Have Kraftparrene parallele Akser, kunne VI give

dem alle Armen 1; Kræfterne blive da lig Momenterne;

vi kunne nu forskyde Kraftparrene, saa at deres Arme

falde sammen, og sammensætte de Kræfter, der virke i
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Hvilke som helst Kræfter, virkende paa
fast forbundne Punkter.

Kræfternes Reduktion.

51. En Kraft kan forskydes parallelt, til den

gaar gennem et givet Punkt, naar man tilføjer

et vist Kraftpar.

Lad det givne Punkt være O, Kraften P; i O tilføje

VI to, med P lige store og parallele, modsatte Kræfter;

den givne Kraft er derved erstattet af Kraften P i O og

Kraftparret (P, - P), hvis Arm er den givne Krafts

Afstand fra O.

52. Hvilke som helst Kræfter kunne sammen

sættes til en Enkeltkraft, der virker i et vilkaarligt

givet Punkt, og et Kraftpar.

Vi flytte alle Kræfterne til det givne Punkt O og

sammensætte dem der til en EnkeItkraft R; de ved Flyt

ningen tilkomne Kraftpar sammensættes Lil et Kraftpal' G.

Da G kan forskydes parallelt, kunne vi tænke os G og R

udgaaende fra samme Punkt. Hø l g e K on s tI' u k ti on e n

vil R blive den samme, hvor end Punktet vælges.

Da en Enkeltkraft og et Kraftpar ikke kunne holde

hinanden i Ligevægt, blive Ligevægtsbetingelserne :

R = O og G = O.

49

Systemets Centralakse.
53. Vi saa, at R var uafhængig af Beliggenheden

af Punktet O; derimod vil G forandres, naar O flyttes.

Projektionen af G paa R er konstant.

Flytte vi nemlig R til en ny med R parallel Stilling,

tilkomm'er et Kraftpar, hvis Akse er vinkel 'et paa R, og

dette kan, ved at sammensættes med G, ikke forandre

(i's Komposant efter R.
Man kan altid vælge O saaledes, at G falder

hen ad R.
Flytte vi R et Stykke p i en Retning vinkelret paa

Planen 'RG, tilkommer et Kraftpal' Rp, hvis Akse ligge I'

i Planen RG og er vinkelret paa R. p kan da bestemmes

saaledes, at dette Kraftpar og G,s Komposant vinke!r'et

paa R tilintetgøre hinanden; tilbage bliver da R og G's

Komposant efter R. Det er klart, at O kan vælges, hvol'

man vil i R, uden at G forandres.

Del' eksisterer altsaa altid en Linie med den Egenskab,

at baade R og G falde i Linien, naar Kræfterne forskydes,

saa at de alle. have et af Liniens Punkter til Angrebspunkt;

denne Linie kaldes Cen tralaks.en for Systemet af Kræfter.

54. Da G's Projektion paa R er ens for enhver Be

liggenhed af O, har G sin mindste Værdi, naar R
falder i Centralaksen.

Beholde vi Betegnelsen G for denne mindste Værdi,

og flytte vi R et Stykke p, tilkommer der et nyt Kraftpar

Rp vinkelret paa G, der, sammensat med G, giver det

ny Kraftpar: G'=VG2+R2p2, (23)

der med G danner en Vinkel e, bestemt ved:

Rp
tg e = a' (24·)

medens det er vinkelret paa p. G' beholder altsaa SIl1

4
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Størrelse, naar R beskriver en cirkulær Cylinder med

Centralaksen til Akse; G' er under denne Bevægelse fast

forbundet med R og vil derfor beskrive en Omch·'ejnings

hyperboloide, hvis Strubecirkel har Radius p.

55. Det kan træffe sig, at Systemet af Kræfter har

en enkelt R.esultan t; i dette Tilfælde maa man have

G = O, og Betingelsen er derfor, at man, fol' en

vilkaarlig Beliggenhed af 0, faar et resulterende

Kraftpar, hvis Akse er vinkelret paa de til Punktet

henførte Kræfters Resultant. I dette Tilfælde el'

nemlig den konstante Projektion af G' paa R Nul, og den

anden Komposant af G' kan, som vi have set, altid til

intetgøres ved en passende Flytning.

56. Dersom Kræfterne ikke have en enkelt Resultant,

kunne de altid paa uendelig mange Maader erstattes ved

to Kræfter, der ikke skære hinanden. I alle Tilfælde

faar imidlertid det Tetraeder, hvilket de to

Kræ'fter ere modstaaende Kanter, samme Volu

men. (Chasles's Sætning).

Lad nemlig de to Kræfter være AB og CD; flyttes

AB til CF, faa VI et Kraftpar, hvis Moment G' el' lig

Arealet AF, og en enkelt Kraft

R = CE. Tetraedrets Volumen

el' i G' . R sin (j, idet (j er R's

Vinkel med Planen AF; vi have

imidlertid ovenfor vist, at R el'

:IJ konstant, og at G' sin (j (G"s

Projektion paa R) er konstant.

Til Chasles's Sætning kan føjes den, at den Linie, del'

forbinder Midtpunkterne af Tetraedrets to Kanter A C og

BD, el' konstant i Størrelse og Retning; den ses nemlig

let at være parallel med og lig t R.

51

Kræfters Momenter med Hensyn til en Linie.

57. Ved en Krafts Moment med Hensyn til

en Linie forstaar man Produktet af Kraftens

Projektion paa en paa Linien vinkelret Plan og

Kraftens korteste Afstand fra Linien. Momentet

regnes med samme Fortegn, som det Kraftpar, der kom

mer til, naar Kraftens Projektion forskydes parallelt til

Skæring med Linien.

Lad P være Kraften, AB = P dens korteste Afstand

fra Linien Z, D dens Vinkel med

Z. Forskyde vi P til Stillingen

AN, tilkommer et Kraftpar Pp,

hvis Projektion paa Z er Pp sin D,

der netop ifølge den givne Defini

tion er P's Moment med Hensyn

til Z.

Flytte VI P fra Stillingen

gennem A til et andet Punkt af

Z, tilkommer et Kraftpar, hvis Projektion paa Z er Nul.

Altsaa:

En Krafts Moment med Hensyn til en Linie

er lig Projektionen paa Linien af det Kraftpar,

som tilkommer, naar Kraften forskydes paral

lelt, til den skærer Linien i et hvilket som helst

Pun kt.

58. Have vi et System af Kræfter, og forskyde VI

dem alle til de gaa gennem eet Punkt af Z, vil det

resulterende Kraftpars Projektion paa Z være SUlmnen af

de enkelte Kraftpars Projektioner; man har a!tsaa, idet

(j er den Vinkel, som det resulterende Kraftpar G' danner

med Z, ~ Pp sin D = G' cos (j. (25)

4'
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kant.er, der have

punkt, idet. disse

Summen af Kræfternes Ivlomenter med H en

syn til envilkaarlig Linie gennem et Punkt A

er altsaa lig Projektionen paa Linien af det

Kdtftpar, som, tilkommer, naar alle Kræfterne'

forskydes, til deres Angrebspunkter falde i A.

Er A givet, vil derfor Momentsummen blive størst

for den Linie, hvis Retning falder sammen med Retningen

af det resulterende Kraftpars Akse; for Linier gennem A,

der danne samme Vinkel med G', bliver Momentsummen

den samme.

t,
)----+---....l-x

60. Lad Kraften P med Komposanterne X, Yog Z,

have sit Angrebspunkt i (x, Y, z). Z kan flyttes til (x, y)

i XY-Pl. og derfra til Punktet

x i X-Aksen; ved den sidste

Flytning tilføjes Kraftparret yZ;
flyttes Z derpaa til Begyn

delsespunktet, tilføjes Kraft

parret - xZ; paa samme

Maade flyttes Angrebspunktet

for X og Y til Begyndelses-

punktet; derved tilføjes først Kraftparrene zX og - yX,
dernæst x Y og - z Y; af de 6 Kraftpars Akser falde to

paa hver af Koordinatakserne ; adderes de sammenfaldende,

have vi de tre Kraftpar :

yZ-zY; zX-xZ; xY-yX,
hvis Akser henholdsvis ere Systemets X, ·Y og Z-Akse.

Have vi flere Kræfter, der alle flyttes til Begyndelsespunktet,

faa vi saaledes 3 Enkeltkræfter, del' falde udad Akserne, og

Analytisk Sammensætning af Kræfterne.

naar Kræft.erne ligge paa forskellige Sider af O. De tre

Trekanter have imidlertid fælles Grundlinie A O og Af

standen fra Endepunktet af R til A O er lig Summen af

de to andre Afstande. Idet. Sætningen saaledes er bevist

for to Kræfter, ser man da ved successiv Sammensæt

ning,' at den gælder almindelig. Kræfter i samme

Plan, virkende p aa et System af fast forbundne

Punkter, ere derfor i Ligevægt, naar deres Resul

tant er Nul, og tillige Summen af deres Momenter

med Hensyn til et vilkaarligt Punkt af Planen

er Nul.

.R

.... 0.>-- .-
,-,'.P

59. Ligge Kræfterne i samme Plan, og tage vi til

Momentakse en Linie vinkelret paa Planen, blive Kræfternes

MoqJenter med Hensyn til denne Linie de samme som

deres Momenter med Hensyn til dens Skæringspunkt med

Planen. (25) udtryid{er da, at Summen af Kræfternes

Momenter med Hensyn til et vilkaarligt Punkt

er lig Momentet af det Kraftpar, man faar ved

at flytte alle Kræfterne til Momentpunhet. Da

man kan sammensætte Kræfterne, før man flytter dem,

maa Resultantens Moment med Hensyn til et

vilkaarligt Punkt være Summen af Komposan

t.ernes Moment.er med Hensyn t.il det samme

P u n Id. Har Systemet ikke en enkelt. Resultant, bliver

Moment.summen lig det resulterende Kraftpars Moment..

II'Ian ser ogsaa let geometrisk,

at Resultant.ens Moment. er lig

Summen af Komposanternes.

Momenterne af P, Q og R

med Hensyn til O ere nemlig

de dobbelt.e Arealer af de Tre

Kræfterne til Grundlinier og O t.il Top

Arealer regnes med forskellige Fortegn,

I,,.

1,1

, I

I"
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tre Kraftpar, hvis Akser falde paa Koordinataksel'lle, nemlig:

de tre Kraftpar sammensættes til eet, hvis Størrelse og

Vinkler med Akserne bestemmes ved:

De tre første sammensættes til een, hvis Størrelse og

Vinkler med Akserne bestemmes ved:

virker paa fast forbundne PunktllI', er i Lige

vægt, naar Summerne af Kræfternes Projektioner

paa tre Linier gennem samme Punkt og ikke i

samme Plan og Summerne af deres Momenter

med Hensyn til tre saadanne Linier enkeltvis for-

svinde.

(32)ZPp = O,

62. Dersom Kræftel'lle ligge i samme Plan, og VI

tage denne til æy-Pl., have vi for alle Kræftel'lle z = O;

Z = 0, hvoned Ligevægtsbetingelsel'lle blive:

ZX=O; L:Y=O; Z(æY-yX)=O. (31)

Den sidste Ligning udtrykker, at det resulterende

Kraftpal', hidrørende fra Kræfternes Flytning til Begyndelses

punktet, er Nul. Har Kraften P Afst~nden p fra Begyn

delsespunktet, kan denne Ligning ogsaa skrives:

(27)

(26)

l (28)

J

l(29)

A=~X; B=ZY; C=ZZ;

L = Z(yZ-zY); M = Z(zX-æZ);

N=~(æY-yX).

G = VL 2 + M 2 + N2;

L M N
cos A. = -G; cos Il. = -' cos y = -

" G' G'

R = VA 2 + B 2 -I- C2
;

A B C
cos a = li; cos (J = li; cos r = R;

.,'

'I

I.

I;,

",,,,

I,

61. Skal der være Ligevægt, maa R og G forsvinde,

hvilket giver de 6 Ligevægtsbetingelser :

A=O, B=O, C=O, L=O, 111=0, N=O, (30)

Vi have foru~lsat, at Koordinatsystemet er retvinklet;

modsat Fald blive blot Udtrykkene fol' L, M og N

multiplicerede med konstante Faktorer, saa at Ligevægts

betingelsel'lle ikke forandres.

Da L, M og N for et retvinklet Koordinatsystem

ere det resulterende Kraftpars Projektioner paa Aksel'lle

eller ifølge 58 Summen af Kræfternes Momenter med Hen

syn til Aksel'lle, vise Ligningerne (30), at:

Naar et System af Kræfter er i Ligevægt, for

svinder Summen af Kræfternes Projektioner paa

en vilkatrlig Linie og Summen af Kræfternes Mo

menter med Hensyn til en vilkaarlig Linie.

Omvendt have vi, at et System af Kræfter, der

idet Pp er det Kraftpm;, som kommer til, naar P flyttes

til Begyndelsespunktet, eller denne Krafts Moment, med

Hensyn til dette Punkt, og vi faa saaledes atter de i 59

for Kræfter i samme Plan fundne Ligevægtsbetingelser.

Enkelt Resultant.

63. Et givet System af Kræfter i Rummet kan have

en enkelt Resultant; lad denne have Angrebspunktet

(æ, y, z) og Komposantel'lle X, Y og Z. Systemet er

da i Ligevægt, naar en Kraft, lig og modsat Resultanten,

tilføjes; idet de givne Kræfter tænkes sammensatte efter

(26) og (27), faa vi derved:

A-X=O; B-Y=O; C-Z=O;
L-(yZ-zY) = O; M-(zX-æZ) = O;

N-(æY-yX) = O.
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Af de tre første Ligninger faas Resultantens Komposanter

bestemte ved:

Denne Størrelse, del' el' Nul, naar Systemet har en enkelt

Resultant, er altsaa i alle Tilfælde konstant, det vil sige

uafhængig af Roordinatsystemets Beliggenhed; den er netop

X=A, Y=B, Z=C;

indsættes disse Værdier i de tre sidste Ligninger, og

adderes· disse derpaa, efter at de ere multiplicerede hen

holdsvis med A, B og C, faar man:

AL -1- BM + CN = 0, (33)

der (naar blot ikke A = B = C = O) udtrykker Be

tingelsen for, at Systemet hal' en enkelt Resultant. Vi

fandt ovenfor (55) som Betingelse for en enkelt Resultant,

at man, ved at flytte Kræfterne til et vilkaarligt Punkt,

skulde faa et resulterende Kraftpal', hvis Akse val' vinkelret

paa Resultanten; da nu de to Linier danne Vinkler med

Akserne, hvis coss. ere:

6 Gange det konstante Volumen af det Tetraeder, der

bestemmes ved de to Enkeltkræfter, til hvilke Systemets

Kræfter paa uendelig mange Maader kunne sammen

sættes (56).

A + Xl -+- X 2 = O; B + Y I + Y 2 = O;

C + Zl + Z2 = O;

L-hY2 = O; M +hX2 = O; N= O.

De 5 første Ligninger bestemme X 2 , Y 2 , Xl' Y I og

Kræfter, der virke paa et ikke fuldkommen frit
System af fast forbundne Punkter.

65. Et System med et fast Punkt. Dersom

Systemet er frit bevægeligt om et fast Punkt, kan det be

tragtes som frit, naar den Reaktion, som hidrører fra det

.faste Punkt, tilføjes; har denne Komposanterne X, Yog Z,

faa vi, naar det faste Punkt tages til Begyndelsespunkt,

A + X = 0, B -1- y = 0, C + Z = 0,

L=O, M= 0, N= O;

de tre første Ligninger bestemme Reaktionen, der el' lig

og modsat Trykket paa det faste Punkt. De tre sidste

Ligninger ere da Ligevægtsbetingelserne.

Et System med et fast Punkt er altsaa i Lige

vægt, naar Kræfternes Momentsummer med Hen

syn til tre Linier gennem det faste Punkt og ikke

i samme Plan ere Nul.

66. System med to faste Punkter (fast Akse).
Vi tage den faste Akse til ZAkse, det ene faste Punkt til

Begyndelsespunkt; det andet faste Punkt el' (0, 0, h);

det første erstattes ved Reaktionen Xl' Y I , Zl' det

andet ved Reaktionen X 2, Y 2, Z2' Ligevægtsbetingelsel'l1e

ere da:

(35)

M N
G' G'
ovenfor ad anden Vej

CBA L
Ii' R' R' A'

komme vi herved netop til den

fundne Betingelse.

Dersom Betingelsen (33) el' opfyldt, skulle KOOl'dina

terne til Resultantens Angrebspunkt bestemmes ved de

tre Ligninger:

yC-zB= L, zA -æC = M, æB-yA = N. (34)
Da den ene af disse kan udledes af de to andre, kan

Angrebspunktet falde i et hvilket som helst Punkt af den

Linie, del' bestemmes ved to af de tre Ligninger. Da nu

Angrebspunktet kan vælges, hvor man vil i Kraftens Ret

ning, ville Ligningerne netop blive Resultantens Ligninger.

64. El' 8 Vinklen mellem R og G, hal' man:

RGcos8=AL +BM+ CN.

0. 0

.,,

.!
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Zl + Z2' Man kan altsaa ikke bestemme Trykkets Kom

posanter efter Z.Aksen i de to Punkter, men kun disse

Komposanters Sum.

Den eneste Ligevægtsbetingelse er nu:

N= O. (36)

Et System med to faste Punkter eller en fast

Akse er altsaa i Ligevægt, naar Summen af Kræf

ternes Momenter med Hensyn til den faste Akse

er Nul.

Hvis Systemet tillige kan glide langs den faste Akse,

har man Zl = Z2 = 0, saa at der til den opstillede

Ligevægtsbetingelse kommer den ny:

C = O. (37)

67. System med en fast Plan. Lad et System

kunne glide paa en fast Plan, som vi tage til xy-Pl.; den faste

Plan udøver da i alle Støttepunkterne Reaktioner, parallele

med Z.Aksen; disse Reaktioner have en Resultant,. som vi

ville betegne ved Z, og hvis Angrebspunkt er (a, b, O).
Ligevægtsbetin~elserne ere nu:

A = 0, B = 0, C + Z = O;

L-aZ= 0, M +bZ= 0, N= O.
Af de tre Ligninger findes a, b og Z; Ligevægtsbetingelserne

ere da:

A = 0, B = 0, N = O. (38)

Z, virkende i (a, b, O), var Resultanten af de Tryk,

som Planen udøver paa de af Systemets Punkter, del'

ligge i Planen; for at finde Trykkene i de enkelte af disse

Punkter, maa man da opløse Z i flere parallele Kræfter

med givne Angrebspunkter. Ere de søgte Tryk Z l' Z2'

.la ... , Angrebspunkterne i xy-PI. (al' bl)' (a 2, b2),

(aa' ba) . .. , har man nu:

Zl + Z2 + Za + ... = Z,

1

\

5\:l

al Zl + a 2 Z2 + aa Za + aZ,

bl Zl + b2 Z2 + ba Za + = bZ.

Man' ser heraf, at Opgaven er bestemt, naar der kun

er tre Støttepunkter, medens den er ubestemt, naar der

er flere. Hvor et Bord f. Eks. hviler paa fire Ben, kan

man ikke bestemme det Tryk, som hvert enkelt Ben ud

øver paa Gulvet; i Virkeligheden udøver naturligvis hvert

Ben et bestemt Tryk, men dettes Størrelse afhænger af

fysiske Forhold, navnlig af Benenes Elasticitet.

68. Dersom Støttepunkterne ere bundne til Planen,

.ere de ovenfor opstillede Betingelser tilstrækkelige; dersom

de derimod kunne fjerne sig fra Planen til den ene Side,

maa (a, b) falde indenfor den konvekse Polygon, hvis

Vinkelspidser ligge i Støttepunkterne (Understøtningsfladen),

thi Fladens normale Reaktion Z er sammensat af parallele

Kræfter i Støttepunkterne, der alle virke til samme Side,

og man ser let, at Resultanten af saadanne Kræfter man

falde indenfor Polygonen, naar man tænker sig først to

af Kræfterne sammensatte, derpaa deres Resultant og en

tredje af Kræfterne o. s. v.

Anvendelser.

59. -Lad Siderne af en plan Polygon, gennemløbne

samme Omløbsretning, repræsentere Kræfter. Hvorledes

sammensættes disse Kræfter?

Summen af Projektionerne af en lukket Polygons

Sider paa en villmarlig Linie el' Nul. Summen af Mo

menterne med Hensyn til et villmarligt Punkt er lig

Polygonens dobbelte Areal. Kræfterne kunne altsaa sam

mensættes til et Kraftpal', hvis Moment er Polygonens

dobbelte Areal.
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60. I hvei' Sideflade af et Polyeder virker et Kraft

par, lig Sidefladens Areal, og alle positive, sete udefra.

Bevis, at de holde hinanden i Ligevægt.

Kraftparrene kunne, ifølge den forrige Opgave, er

stattes ved Kræfter, del' virke langs Kanterne. Af disse

blive to og to lige store og modsatte.

l" 61. En homogen Stang, hvis Længde el' 2l, og hvis

Vægt el' V, staar med sin nederste Ende A paa et glat

Gulv, medens dens øverste Ende B ligger op imod en

glat Væg. Bjælken hindres i at glide ved, at en horizontal

Snor med Længden a forbinder dens nederste Ende med

Muren. Find Trykkene og Spændingen i Snoren.

Paa Bjælken virker Spændingen T i Snoren, et ver

tikalt Tryk Y i A, et horizontalt Tryk X i B og Vægten

V i Midtpunktet.

Man ser let, at del' kun kan være Ligevægt, naar

Snoren og Stangen ligge i en Plan vinkelret paa Gulvets

og Væggens Skæringslinie og at Y = - V, T = - X.

Momenterne med Hensyn til A give:

XV4l 2
- a2 = i aV.

f62. En Stang med Længden 2~ og Vægten V støtter

sin nederste Ende mod en glat, lodret Mur og hviler paa

et fast Punkt i Afstanden a fra Muren. Den .bærer des

uden i sit øverste Endepunkt en Vægt P. Find Lige

vægtsstillingen og Trykkene.

63. En Stang, som ovenfor, kan frit dreje sig om sit

ene faste Endepunkt, medens det andet holdes oppe ved

en Snor uden Vægt, der gaiu' over en lille Tridse og bærer

en Vægt. Find Ligevægtsstillingen og Trykket i det faste

Punkt. (Naar en Snor gaar over en fast Tridse, have

de to Snorstykkel' samme Spænding).
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, 64. En Stang hviler paa Kanten og Bunden af en

halvkugleformig Skaal; find Ligevægtsstillingen og Trykkene.

65. En homogen Stang med Længde 2a og Vægt V

støtter sig mod en horizontal og mod en vertikal Plan.

Et givet Punkt af Stangen el' ved en Snor fæstet til et

fast Punkt af Planernes Skæringslinie. Find Tryk og

Spænding.

66. En homogen, rektangulær, tynd Plade mec} Vægten

V kan dreje sig om sin ene Kant, del' danner en Vinkel

paa 30° med Horizonta~planen. En vel'tikal Snor er fast-

. gjort i Midtpunktet af den modstaaende Kant· og holder

Pladen, saa at den danner en Vinkel paa 30° med en

lodret Plan gennem den faste Kant. Hvor stor er Spæn

dingen i Snoren, naar Pladens Bredde er a?

67. En homogen l'et Kegle hviler i sin omskrevne

Kugle. Hvor stOl' er Keglens Toppunktsvinkel, naar den

el' i Ligevægt i enhver Stilling i Kuglen?

68. Et cylinderformet Kar (uden Vægt), hvis Højde

el' dobbelt saa stor som Gl'Undfladens Diameter, er halvt

fyldt med Vand; det hviler paa en Skraaplan, hvor det

ikke kan glide; hvor stOl' el' Skraaplanens Heldningsvinkel,

naar Karret er paa Nippet til at vælte?

69. Fire tynde Stængel' uden Vægt danne et Paral

lelogram med foranderlig Vinkel. Der er Lige,'ægt, idet

to elastiske Snore ere udspændte som Diagonaler. Spæn

dingen i den ene Snor repræsenteres ved dens Længde;

bevis, at Spændingen i den anden Snor ogsaa repræsen

teres ved dens Længde.

70. Undersøg Ligevægtsbetingelserne og Trykkene i

Taplejerne ved den almindelige Vinde.

71. Given Udvikling af alle de forskellige Betyd

ninger af Ordet Moment.
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72. En Kugle hviler mellem to Skraaplaner med samme

Heldning. Find den mindste Værdi, denne kan have, naar

Ligevægt skal vedblive at finde Sted, hvis Kuglen halveres

af en vertikal Plan gennem Skraaplanernes Kant.

QQ 73. En tynd, homogen, trekantet Skive er hængt op

ved en Snor, der forbinder de to Vinkelspiclser og gaar

over en lille, fast Tridse. I Ligevægtsstillingen er den ene

af Trekantens Sider lodret. Bevis, at de to SnOl's~ykkers

Længder forholde sig som 1: 2, og at Snorens hele

Længde er det dobbelte af Medianen til Trekantens øverste

Punkt.

74. En Cirkelbue paa gO uden Vægt hviler med

Konkaviteten opefter paa en horizontal Plan og bærer i

sine Endepunkter Vægtene P og Q; find Ligevægtsstillingen.

75. Et System af Kræfter i samme Plan angribe

fast forbundne Punkter. Bevis, at dersom Kræfterne drejes

lige store Vinkler om deres Angrebspunkter, vil Resul

tanten drejes den samme Vinkel om et fast Punkt.

76. Langs tre ikke sammenstødende Kanter af et ret

vinklet Parallelepipedum virke lige store Kræfter. Bevis,

at Betingelsen for, at disse have en enkelt Resultant, er,

at den ene Kant el' lig Summen af de to' andre.

77. To Kraftpar dannes af Kræfter, cler ere ufor

anderlige i Størrelse og Retning og angribe Endepunkterne

af to parallele Linier. Bevis, at Ligevægt mellem Kraft

parrene ikke forstyrres, hvis det Legeme, til hvilket An

grebspunkterne høre, forandrer sin Stilling.

78. Bevis, at det geometriske Sted for de Linier

gennem et givet Punkt, med Hensyn til hvilke Summen

af Momenterne af et givet Sytem af Kræfter er Nul, er

en Plan.
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79. Bevis, at der i enhver Plan findes et Punkt,

for hvilket Planen er det i forrige Opgave nævnte geo

metriske Sted.

80. Et System af Kræfter i samme Plan er i Lige

vægt. Kræfterne drejes i Planen lige store Vinkler om

deres Angr.ebspunkter. Bevis, at de nu danne et Kraft

par, og angiv, hvorledes dettes Moment varierer med

Vinklen.
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SJETTE KAPITEL.

Om astatisk Ligevægt.

69. Dersom et Legeme eller et System af fast for

bundne Punkter angribes af Kræfter og er i Ligevægt,

kaldes denne astatisk, hvis den ikke forstyrres, naar

Legemets Stilling forandres, medens Kræfterne beholde

deres Størrelser og Retninger. Kræfter, der angribe samme

Punkt, og parallele Kræfter, der angribe et Legeme, have

tidligere vist os Eksempler paa astatisk Ligevægt. For at

finde Betingelserne for en saadan Ligevægt i Almindelighed,

ville vi betragte den astatiske Reduktion af et givet Kraft

system, det vil sige en saadan Reduktion, som er uaf

hængig af Legemets Stilling.

70. Systemets Resultant er ikke Nul. Vi op

løse enhver af de givne Kræfter efter tre paa hverandre

vinkelrette Akser, der danne lige store Vinkler med Re

sultantens Retning. Vi faa derved tre Systemer af paral

lele Kræfter. Ethvert af disse kan astatisk erstattes ved

en enkelt Kraft, der angriber Systemets Centrum, og paa

Grund af det valgte Aksesystem blive de tre Kræfter lige

store og vinkelrette paa hverandre.

Et System af Kræfter, hvis Resultant ikke

er Nul, kan derfor altid erstattes ved tre lige

store, paa hverandre vinkelrette, Kræfter, der

angribe tre faste Punkter i Legemet.
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71. Dersom vi benytte en n~; Opløsningsretning, kunne

VI gaa ud fra det reducerede System, og det til den ny

Retning svarende Centrnm maa da falde i den ved de tre

Centrer bestemte Plan. De til alle Retninger svarende

Centrer falde derfor i en i Legemet fast Plan, der kaldes

Systemets Cen tral p Ian.

Særlig ville vi lægge z-Aksen i Resultantens Retning.

Det dertil svarende Centrum O kaldes Systemets Central

punkt. De to andre Centrer falde uendelig fje]'Jlt, da de

to Systemer reduceres til to Kra.ftpar. Da Legemets

Sti11ing er vilkaarlig, lægge vi det saaledes, at Central

planen er vinkelret paa Resultanten, og vælge O til Be

gyndelsespunkt. Resultanten tages til Enhed for Kræfterne.

For at undgaa de to uendelig fjerne Centrer, tilføje

vi i O, langs den vilkaar1ig valgte æ-Akse, to Kræfter

-f- 1 og - 1; den første sammensættes med Systemets

med æ-Aksen parallele Komposanter og giver en' Resultant

+ 1, der angriber et Punkt A i Centralplanen. Vi have

saaledes et Kraftpar (-1, 1) med Armen OA. Paa lig

nende Maade faa vi Komposanterne efter y-Aksen erstattede

ved et Kra.ftpar (-1, 1), virkende paa en Arm OB.

Ethvert af disse Kraftpar kan ændres efter de sædvanlige

Regler for Kraftpars Ændring, kun at Armens Retning

ikke tør forandres. Rigtigheden af de andre Ændringer

kan nemlig bevises ved Sætningerne om parallele Kræfters

Sammensætning, medens man, for at bevise Sætningen

0111 Armens Drejning, maa benytte den Sætning, at en

Krafts Angrebspunkt kan forskydes i Kraftens Retning,

og denne Sætning gælder ikke for astatiske Ændringer.

72. Vi ville nu undersøge, hvorledes Punkterne A
og B ville falde, dersom vi benytte to andre paa hinanden

Yinkelrette Opløsningsretninger i æy-Pl. Lad disse Retninger

5
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være Xl og Y I , hvor (XXI) = (YYI ) = D, og lad A

og B have Koordinateme Xl og Y2' idet vi ved Sammen

sætningen benytte et skævvinklet System med Aksern~

OA og OB. Vi tilføje da i Retningen Xl Kræfteme

+ 1 og -log faa det til clenne Retning svarende Cen

trum bestemt ved:

to Kræfter + 1, der angribe Punkter i x-Aksen

og y-Aksen, og hvis Retninger falde sammen

med disse Aksers,

to Kræfter, der virke i O, og som ere lig og mod

satte de forrige,

en Kraft af samme Størrelse, der angriber O, og

hvis Retning falder sammen med z-Aksens.

I denne Stilling el' xy-PI. Systemets Centralplan, de

to andre Koordinatplaner ere Middelplanerne og Begyn

delsespunktet el' Centralpunktet.

73. Systemets Resultant er Nul. Vi vælge et

vilkaarligt, retvinklet Koordinatsystem og gaa frem som

ovenfor, idet vi ogsaa i Begyndelsespunktet O tilføje to

Kræfter, + 1 og - 1, liggende i z-Aksen. Systemet re

duceres derved til tre Kraftpar (-1, 1) med Arme OA,

OB og oe.
Paa samme Nlaade som ovenfor vises da, at OA, OB

og oe ere konjugerede Halvdiametre i en Ellipsoide, del'

el' fast i Legemet, og som, naar O vælges i et nyt

Punkt, blot forskydes parallelt. Opløsningsretningerne kunne

vælges saaledes, at A, B og C blive Toppunkter af El

lipsoiden, og ved en Drejning af Legemet bringes OA,
OB og oe til at indeholde de i A, B og C virkende

Kræfter. Altsaa:

Idet O er et vilkaarligt Punkt, kan man altid

give Legemet en saadan Stilling, at Kræfterne

astatisk kunne erstattes ved

tre Kræfter + 1., d er angribe Punkter af Akserne,

og hvis Retninger falde sammen med Aksernes, og

tre Kræfter, der virke i O og ere modsatte de for

rige.

Dersom eL af Centrel'l1e falder i O, er det tilsvarende

beskrive

~l = Xl cos D; 171 = Y2 sin D,

lignende Maade for det ny Punkt B:

~2=-xlsinD; 172=Y2COSD.

fundne Ligninger vise, at begge Punkter

og paa

De

Ellipsen: e 1]2
-+-=1
X l

2
Y2

2

og denne Lignings Form viser, at OA og OB ere kon

jugerede Halvdiametre ; da nu OA og OB vare bestemte

for to villraarlige paa hinanden vinkelrette Opløsnings

retninger, have vi følgende Sætning: Naar de to paa

hinanden vinkelrette Opløsningsretninger i Cen

tL'alplanen foran.dres, beskrive A og B en Ellipse

med Centrum i O, og OA og OB ere stedse to kon

jugerede Halvdiametre.

Opløsningsretningeme kunne derfor vælges saaledes,

at OA og OB ere Ellipsens Halvakser ; vi lægge de to

Akser paa disse; xz-PI. og yz-PI. ere da to i Legemet

faste Planer, de saakaldte I\1iddelplaner. Da de to

Kræfter i A og B ere vinkelrette paa hinanden, kan

Legemet drejes saaledes om z-Aksen, at de to Kræfter

falde henholdsvis i x-Aksen og y-Aksen, og Systemet er

da saa simpelt som muligt.

.Man kan altsaa altid give Legemet en saadan

Stilling, at Kræfterne astatisk kunne erstattes
ved
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Kraftpal' Nul, og det ene System af Komposanter el' fol'

sig i Ligevægt. Det Tilfælde, hvor Resultanten ikke el'

Nul, kan føres tilbage til det her behandlede ved Til

føjelsen af en Kraft, lig og modsat Resultanten, i et vil

kaarligt Punkt. De til de forskellige Punkter svarende

Ellipsoider ere da ikke kongruente.

74. Betingelser for astatisk Ligevægt. Del'

som Systemet el' i Ligevægt, el' Resultanten Nul, og vi

reducere da Systemet til de seks ovenfor nævnte Kræfter.

Dersom A og B falde i O, men C ikke, vil en Drejning

om æ-Aksen forstYl'l'e Ligevægten; det samme gælder, der

som C falder i O, men A og B ikke. Vi kunne derfor

forudsætte, at intet af Punkterne A, B, C falde . O Afl .

de tre Koordinater til disse Punkter, del' ikke ere Nul,

maa mindst ·to have samme Tegn. Lad f. Eksp. A og B

begge falde i de positive eller begge i de negative Dele

af æ-Aksen og y-Aksen. !VIan ser da let, at en Drejning

om z-Aksen giver to Kl'aftpar med Armene OA og OB,

der virke til Dreji1ing i samme Retning, saa at Ligevægt

el' umulig. Den astatiske Ligevægt el' derfor kun mulig,

dersom baade A, B og C falde i O. I dette Tilfælde

ere de tre Systemer af Komposanter hver for sig i Lige

vægt og Systemet derfor virkelig i astatisk Ligevægt.

Til astatisk Ligevægt el' det derfor nødvendigt

og tilstrækkeligt, at de givne Kræfters Kompo

santer efter tre paa hverandre vinkelrette Ret

ninger (og derfor efter alle Retninger) hver fol'

sig danne et System i Ligevægt.

75. Dersom del' ikke el' astatisk Ligevægt, kan man

undersøge, om Systemet hal' en enkelt astatisk Resultant.

Denne er da bestemt i Retning og Størrelse ved de givne

69

Kræfters Størrelser og Retninger. Spørgsmaalet er derfor,

om del' gives et saadant Punkt, at vi, ved deri at anbringe

en Kraft, lig og modsat Resultanten, tilvejebringe astatisk

Ligevægt. Opløse vi nu efter tre paa hverandre vinkel

rette Retninger, af hvilke ingen el' vinkelret paa Resul

tanten, faa vi tre Systemer, del' hver for sig skal være i

Ligevægt; dette kræver, at de givne Kræfters Komposanter

for hver Retning giver en Resultant, del' el' lig og mod

sat den tilføje-de Krafts Komposant, og som hal' samme

Angrebspunkt. Betingelsen fol' en enkelt astatisk

Resultant el' derfor, at Centl'erne fol' de tre Sæt

Komposanter falde sammen i eet Punkl. (Det asta

liske Centrum).

Herved udledes let Betingelsen for, at Systemet asta

I isk kan el'stattes ved to Kræfter. Er dette Tilfældet,

maa nemlig Tilføjelsen af een Kraft reducere Tilfældet til

det foregaaende, altsaa bringe de tre Centrer til at falde

sammen. Ere Centl'erne A, B og C, og tilføjes Kraften

i et Punkt O, faa vi for A, B og C tre ny Punkter,

der henholdsvis falde i Linierne OA, OB og oe. De

kunne derfor kun falde sammen, dersom A, B og C ligge

i en l'et Linie, men el' dette Tilfældet, ser man let, at

baade O og det Punkt, i hvilke A, B og C skulle falde

sammen, kunne vælges vilkaarligt i den rette Lil1ie.

Systemet kan altsaa kun erstattes ved to

Kræfter, dersom de tre Centrer falde i en l'et

Linie (den astatiske Akse), men el' dette Tilfældet,

k an Systemet erstattes ved to Kræfter, del' an

gribe to vilkaarlige Punkter af den rette Linie.

76. Dersom Systemets Resultant ikke er Nul, have

VI set, at det paa uendelig mange IvIaader kan erstattes

ved tre Kræfter, hvis Angrebspunkter ligge i Centralplanen.
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Produktet af Arealet af den ved Angrebspunk

terne bestemte Trekant og af Volumen af den

Pyramide, i hvilken de tre Kræfter ere sammen

stødende Kanter, er konstant. Fol' at bevise denne

Sætning er det tilstrækkeligt at vise, at den el' rigtig,

naar et af Angrebspunkterne flyttes vilkaarligt, medens de

to andre blive liggende, da man ved tre saadanne succes

sive Forskydninger kan bringe alle Angrebspunkterne til

at falde i vilkaarligt givne Punkter. Lad nu Angrebs

punkterne være A, B, C med Kræfterne P, Q, R, C

ønskes flyttet til Cl' R opløses da i tre del'lued parallele

Kræfter R l' R z , ' R g med Angrebspunkterne A, B, Cl .

De to Tetraedre ere da bestemte ved Kanterne:

P, Q, R og P+ RI' Q -+ R z' R g ,

hvor -+ betegner den statiske Addition (Kræfternes Sammen

sætning). Nu el' det sidste Tetraeder Summen af de to

P, Q -+ R z' R g og R l' Q -+ R z' R g,

da de tre Tetraedre have en fælles Grundflade, meden::;

Højden i det første er Summen af Højderne i de to andre.

Deles hvert af de to Tetraedre paa samme Maade, faar

man fire Tetraedre, af hvilke de tre ere Nul, da alle

Kræfterne R ere parallele. Det, del' ikke el' Nul, el'

P, Q, R g ,

del' forholder sig til P, Q, R som R g til R. De to

Trekanters Arealer forholde sig imidlertid som R til R g,

og deL'ved el' Sætningen bevist.

77. Enkelt Resultant. Vi ville bestemme de Stil

linger af Legemet, fol' hvilke de givne Kræfter have en

enkelt Resultant, og søge dennes Beliggenhed i Legemet.

Vi benytte da den i 72 givne Reduktion og holde Legemet

fast, medens vi dreje Kræfterne uden at fOL'andre deres

indbyrdes Stilling. Betegne vi ved u, fJ, I' Retningsco-
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sinusser, have vi da, efter en Drejning, i Punkterne:

Xl' 0, O; 0, Yl' O; 0, 0, °
Kræfter med Komposanterne:

u, fJ, y; Ul' fJl' 1'1; UZ' fJz' Yz; -a, -fJ, -y;

-- al' -fJl' -1'1'
hvor disse tilfredsstille de bekendte Ligninger, der ud

trykke, at de tre Retninger ere vinkelrette paa hverandre.

Man har da med de sædvanlige Betegnelser:

A = a z ; B = fJz; C = Yz;

L=YlYl; M=-xly; N=xlfJ-yla l ,
saa at Betingelsen fol" enkelt Resultant er:

X l (y z fJ - fJ z y) +- y l (a z Y1-1' z U l) = 0,
medens Resultanten faar Ligningerne (34):

Yyz-zfJz =YlYl; 'za 2 -xY2 =-xly;

xfJz -yu z = Xl fJ-Yl al'

Betingelsen for enkelt Resultanl kan skrives simplere.

Af Ligningerne:

aa l -+ fJfJl -I- YYl = O; a 2 al -i-- fJ2 fJl +- 1'2 1'1 = °
faar man nemlig:

al fJl 1'1.
fJyz-yfJz ya 2 -aY2 afJz-fJa z '

hel' er SUlllluen af Tællernes Kvadrater 1, og det samme

gælder om Summen af Nævnernes Kvadrater, idet

fJ2 (y 2 2 -+ U 2 2) -+ 1'2 (a 2 2 -+ fJ 2
2

) +- a2 (fJ 2
2 -+ 1'2 2)- 2 fJy fJ 2 Yz

-2aya2 1'2 -2afJu 2!3z
=fJ2-+a2+y2_(fJfJ2-+aa2 +n2)2=1.

Forholdene ere altsaa + 1, men Betragtning af Begyn

delsesstillingen og af del andet Forhold viser, at man skal

bruge Fortegnet -, Man hal' derfor:

Y2!3-!32y=-a l
og lJ'aa lignende Maade:

a 2 1'1 -1'2 al = fJ,
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hvorved Betingelsen for enkelt Resultant bliver:

Yl(3=x l u l ·
Til at bestemme det geometriske Sted for Resultantens

Skæringspunkt med den ene .Middelplan y = O, have VI

altsaa Ligningerne:

-z(32=YIYl; X(32=X l (3-Yl u l; Yl(3=Xl U l ;

nu er a l 2+ (31 2+ Yl 2 = (32 + (31 2 + (32 2 = 1

eller U 1
2+Y1 2-(32=(32 2.

Indsættes heri Værdierne for a l' (3 og y l' tagne af de tre

Ligninger, faar man:
Z2 x 2

-2+ 2 2=1
Yl Yl -Xl .

og paa lignende .Maade for Skæring med den anden Mid

delplan, X = O:
Z2 y 2

-+ -----1
X

1
2 X

I
2 -YI 2 -'

I de Stillinger, i hvilke Systemet har enkelt Re

sultant, skærer denne derfor en Ellipse og en Hv

perbel, der have. deres fælles Centrum i Central

punktet, og som ligge saaledes i de to Middel

planer, at den enes Toppunkter er den andens'

Brændpunkter. (Mindings Sætning).

Heraf følger, at der i Almindelighed er fire Stillinger

af Resultanten, der gaar gennem et givet Punkt af

Legemet, nemlig Skæringslinierne for de to Kegleflader,

der have deres Toppunkt i det givne Punkt og de to

Keglesnit til Ledekurver ; ligger det givne Punkt i et af

Keglesnittene, faar man som geometrisk Sted for Resul

tanten en Omdrejningskegleflade gennem det andet Kegle

snit (d,et ene Keglesnit er som, bekendt geometrisk Sted

for Toppunkterne af de Omdrejningskegleflader, der kunne

lægges gennem det andet Keglesnit), og denne Kegleflade

73

bliver til en af Middelplanerne, naar Punktet ligger i et

af de fire Punkter, der ere Toppunkter eller Brændpunkter

for de. to Keglesnit. Man ser ogsaa let, at dersom Legemet

drejes om x-Aksen eller' y,Aksen, har Systemet stadig en

enkelt Resultant gennem et af de fire Punkter.

78. System, hvis Resultant er Nul. For et

System, hvis Resultant er Nul, ville vi søge at bestemme

de Stillinger af Legemet, i hvilke der er Ligevægt. Vi

tilføje da i et vilkaarligt Punkt O en villmarlig Kraft, og

Opgaven er da den, at bestemme de Stillinger, for hvilke

'Systemet har en enkelt Resultant gennem O. Da nu O
bliver Centralplmkt, kan Resultanten kun være Linien

gennem O og gennem de fire Toppunkter og Brænd

punkter. Hertil svarer imidlertid fire Stillinger af Legemet,

nemlig foruden Hovedstillingen de tre andre, som faas

ved at dreje Legemet 1800 om en af Akserne. I specielle

Tilfælde kan der være Ligevægt i flere Stillinger. Særlig

ville vi søge Betingelserne for, at Ligevægten ikke for

stynes, naar Legemet drejes om en Akse. Det er natur

ligvis kun dennes, Retning og ikke dens Beliggenhed, der

har Betydning.
79. Lad os tænke os z-Aksen i Omdrejningsaksens

Retning og reducere Systemet til tre Kraftpar med Kræf

terne -1, 1 og med Armene OA, OB og oe. Idet

Koordinaterne til A, B og C ere Xl' Yl' Zl' Xz ... ,

har man da:

L=Yg-Z2; M=Zl-X g; lV=Xz -Yl'

der maa være Nul for enhver Værdi af 8, naar vi for X

sætte X cos 8 - Y sin 8 og for y sætte x sin 8 +- Y cos 8.

Dette fordrer:

Zl=Z2=0; X3 =Y3=0; X2 =Yl; yz=-x1.
Disse Ligninger vise, at OA, OB og oe maa være vinkel-
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rette paa hverandre, og at OA = OB. Altsaa: Den

Ellipsoide, for hvilken Armene ere konjugerede

Halvdiametre, maa være en Omdrejningsellipsoide,

og Omdrejningsaksen er da Ellipsoidens Omdrej

ningsakse. Drejer man Legemet, saa at X z = YI = O,

viser Yz = -Xl tillige, at OA og OB i Hovedstil

Iingen maa have forskellige Fortegn.

Da Armene kunne forskydes parallelt, kan Resultatet

ogsaa udtrykkes saaledes: Komposanterne af Kræf

terne efter O mdrejningsaksen skulle være i Lige

vægt, og de andre Komposanter skulle reduceres

til to Kraftpar, hvis Planer ere vinkelrette paa

Aksen, hvis Arme ere vinkelrette paa hinanden,

og hvis Momenter ere lige store med modsatte

Tegn.

80. Dersom Resultanten ikke er Nul, kunne vi søge

at tilvejebringe Ligevægt fol' Drejning om en given Akse

ved at tilføje to Kræfter. Vi tænke os da de givne

Kræfter erstattede ve.d tre, X, Y, Z, med Angrebspunkterne

A, B, C, idet z-Aksen er lagt i Omdrejningsaksens Retning.

De to Kræfter, som simlle tilføjes, kunne vi ogsaa erstatte

ved tre, hvis Angrebspunkter Al' Bl' Cl ligge i den

ved Angrebspunkterne for de to bestemte rette Linie, og

som ere parallele med Akserne. Til Ligevægt fordres da,

at de tilføjede Kræfter ere - X, - Y og - Z, og al

-- Z og + Z falde i samme rette Linie, saa at de under

Drejningen stadig tilintetgøre hinanden. Vi have da de

to Kraftpar (X,- X) og (Y, -Y), hvis Planer skulle

være vinkelrette paa Z, og hvis Arme AA I og BB I skulle

være vinkelrette paa hinanden.

Projiceres den sidste Arm paa det første Pars Plan

i bb l , ere A og b bekendte Punkter; AA I og bb l ere
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vinkelrette paa hinanden, og deres Forhold er bekendt

(Y: X). De have derfor et fast Drejningspunkt ; lad dette

være 0*), medens Z sk~rer Planen i Q. Linien Al Bl Cl

projiceres i Al bl Q; da ~ OAb N ~ OAI bl' blive

Vinklerne ved Al og bl bekendte, og disse to Punkter

llave til geometriske Steder to Cirkler gennem O og Q.
Den ~ne af disse Cirkler er Projektionen af en anden

Cirkel, del' er geometrisk Sted for B l' A l Bl C l vil

altsaa stadig skære Z og de to faste Cirkler.

Trække VI gennem O en Linie, del' skærer de to

"Cirkler i A z og bl' kan denne opfattes som Projektion af

en Linie A z Bz, der til Ledekurver har de to Cirkler

A A og B B samt en med Z parallel Linie gennem
l z l Z

O. Nu er Al A z ,c bl b? ,c Bl Bz, saa at Linierne

Al Bl Cl og A z Bz i aJle deres Stillinger skære hin

anden. De danne derfor de to Sæt Frembringere af en

Hyperboloide med eet Net, hvis ene Sæt cirkulære Snit

ere vinkelrette paa Z. L i gev ægt u n d e r D rej ni n gen

kan derfor tilvejebringes ved Tilføjelse af to

Kræfter, hvis Angrebspunkter ere to vilkaarlige

Punkter af en vilkaadig Frembringer af den ene

Art af Hyperboloiden.
81. Dersom O falder i Q, reduceres Hyperboloiden

til Linien Z, og de to Kræfter, der tilføjes, angribe

Punkter af selve Omdrejningsaksen. En saadan Akse er af

i'I'Iobius kald t en H oved a Ic s e. Den maa opfylde følgende

Betingelser:
1) Den maa gaa gennem Centrum fol' de til dens

Retning svarende Komposanter, og Kræftel'lle maa med

Hensyn til den have Momentsummen Nul.

*) Man ser let. at delle Punkt er det samme s~m det faste
Punkt i Resultanten af Kræfterne l A og b, der el' omtalt l Opgave 75.
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2) De to Planer, del' indeholde Aksen og hver et af

Centl'erne fol' de andre Komposantel', maa være vinkelrette

paa hinanden.

Den første Betingelse udtrykker, at de to tilføjede

Kræfter tilvejebringe Ligevægt i den oprindelige Stilling,

den anden, at Ligevægten vedligeholdes under Drejningen.

En nærmere Undersøgelse, som vi ikke ville gaa ind

paa*), viser, at der i Reglen er to Hovedakser. Dersom

Kræfterne kunne reduceres til to, findes Hovedakserne let.

Den ene er Linien gennem de to Angrebspunkter. Den

anden er vinkelret paa en med begge Kræfterne parallel

Plan og gaar gennem det faste Punkt, som Resultanten

af Kræfternes Projektioner paa Planen indeholder under

Drejningen (Punktet O ved Konstruktionen ovenfor).

*) Denne Undersøgelse el' gennemført i denne Bogs lyske
Udgave.

SYVENDE KAPITEL.

Kræfter, der virke paa et System af Punkter,
der ikke ere fast forbundne.

Ligevægtsbetingelser.

82. Vi ville nu betragte flere faste Legemer, som

angribes af hvilke som helst Kræfter, og.som ere forbundne

med hinanden, dog saaledes, at Forbindelserne ikke for

hindre, at Legemernes indbyrdes Stillinger' kunne forandres.

De vigtigste saadanne Forbindelser ere følgende:

1) To Legemers Overflader kunne røre hinanden.

El'e Overfladerne fuldkommen haarde og glatte. vil da

ethvert af dem udøve et Tryk paa det andet, som el' rettet

efter den fælles Normal; de to Tryk (Aktion og Reaktion)

el'e lige store og modsatte.

Finder Berøringen Sted i alle Punkter af en Del af

Overfladerne, kan man ikke bestemme Trykkene i de en

kelte Punkter, men deres Resultant.

2) Legemerne kunne være forbundne ved Snore eller

Stænger; i Ligevægtsstillingen virke i ethvert Punkt af

Snoren eller Stangen to lige store og modsatte Kræfter

(Spændingen); Spændingerne maa virke til at stramme

Snorene, men kunne ..9gsaa søge at sammentrykke Stæn

gerne. Dersom Stængerne eller Snorene ere elastiske,

maa deres Længder paa bekendt IVIaacle afhænge af deres
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Spænding. Er T Spændingen, l en Snors Længde, antages

i Almindelighed:

l = lo (1 + fLT),
hvor lo er den til T = O svarende Længde og fL er en

af Snorens fysiske Beskaffenhed afhængig Konstant.

83. Hvert enkelt Legeme kan betragtes som frit,

naar de Tryk eller Træk, som det underkastes gennem

Forbindelserne med de andre Legemer, tilføjes. Derefter

maa da fol' ethvert af Legemerne de 6 Ligevægtsbetingelser

være tilfredsstillede. 1I'Ian faar derved for hvert Legeme

6 Ligninger, og disse Ligninger, i Forbindelse med de

rent geometriske Ligninger, som bestemme Legemerne og

deres Forbindelser, kunne da tjene til Bestemmelse af

Ligevægtsstillingen og af de ubekendte Tryk og Spændinger.

Er del' i et eller flere af Legemerne faste Punkter, Linier

eller Planer, reduceres Antallet af Ligevægtsbetingelser,

som tidligere vist. Ofte er det fordelagtigt at betragte

alle Legemerne som fast forbundne i Ligevægtsstillingen,

en Betragtning, del: er tilladelig, da Ligevægten ikke kan

forstyrres ved, at Forbindelserne i Ligevægtsstillingen gøres

uforanderlige.

Anvendelser.

81. En homogen Terning, hvis Kant er a, og hvis

Vægt er Q, hviler paa en Klap, del' kan dreje sig om en

i en vertikal Mur fastgjort horizontal Akse A. Terningen

støtter sig med en horizontal Kant til Muren, og Klappen,

der danner Vinklen v med Muren, holdes oppe ved en paa

Klappen vinkelret Kraft P, der virker i Afstanden b fra A,

det vertikale Snit gennem T~rningens Tyngdepunkt.

Ligevægtsbetingelserne og Trykkene søges.

Man behøver kun at betragte det vertikale Snit. Her
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er to Legemer, Terningen og Klappen. Paa Terningen

virke tre Kræfter, .I\'Iurens Reaktion PI' Vægten Q, vir

kende i Tyngdepunktet, og Resultanten P 2 af de smaa

normale Reaktioner af Klappen; denne

Resultants Størrelse og Angrebspunkt

kendes ikke, men dens Retning er p

normal paa Klappen.

Man faar nu ved Projektion paa

AD og paa den derpaa vinkelrette

Hetning:

Q = P 2 sin v; P l = P 2 cos v;

.vlomenterne tagne med Hensyn til A, give:

PI a cosec v + l Q (a cos v + a sin v) = æP 2 ,

illet %- (cos v + sin v) er Tyngdepunktets Afstancj fra Muren,

og æ er Afstanden fra A til Angrebspunktet for P 2 .

Da Klappen har en fast Akse, behøve vi kun at tage

11'Iomenterne med Hensyn til denne; derved faas:

Pb = P 2 .æ.

De fundne Ligninger bestemme P og Trykkene, idet b

v, a og Q tænkes givne.

Ønske vi at kende Trykket i A, behøve vi blot at

projicere de paa Klappen virkende Kræfter paa en paa

denne vinkelret Linie; Trykket bliver parallelt med P og

f:indes ved at flytte P og P 2 til A.
82. Tre tynde Stængel' danne en Bro mellem A,

B og C, idet enhver af Stængerne gaar under den første,

den møder, og over den anden; de bære en Vægt V, der

understøttes i a, b og c, og hvis Tyngdepunkt har Af

standene la, lb, le, fra Siderne af ABC, medens det falder

sammen med Tyngdepunktet for Trekanten abc.

Trykkene i A, B og C bestemmes, idet det hele

System tages som fast, og Momenterne tages med Hensyn
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Endvidere er:
Vn ---; TA + Te-H;

til AB, A G og BG; derved faas:

TA ha = Via; TBhb = Vlb; Telte = Vie,
hvor ha, kb og he ere Højderne

Disse Ligninger bestemme de søgte Størrelser og give

desuden Relationer mellem de givne Stykker.

83. To lige ·store Kugler med Radius r og Vægt V

hvile paa to Skraaplaner og røre hinanden; und Lige

vægtsstillingen og Trykkene. Skraaplanernes Heldninger

. el'e v og VI'

84. To tunge Partikler med samme Vægt V hvile

paa to Skraaplaner, hvis Heldninger ere V og v l' De ere

forbundne ved en Snor uden Vægt, der har Længden l og

gaar over en lille Tridse, som' el' anbragt i Højden a over

Skraaplanernes horizontale Skæringslinie ; find Ligevægts

stillingen, Spændingen og Trykkene.

85. Fire tynde Stængel' danne et Rektangel med

Hængsler i Vinkelspidserne. De to Sider ere hor'izontale og

kunne dreje sig i Rektanglets Plan om deres Midtpunkter.

De to ere vertikale, og til hver af dem er i et vilkaarligt

'f
(

., t

Punkt fastgjort en horizontal Stang (i Rektali.glets Plan),

del' i et villmarligt Punkt bærer en Vægt V. Bevis, at

del' el' Ligevægt, selvom Systemets Stilling ændres ved

Drejning om de faste Punkter. (Robervals Vægt).

De to Vægte flyttes til de vertikale Stængel' og der

paa til de to andre Stængel'. De holde da hinanden i

Ligevægt, idet de i Understøttelsespunkterne frembringe

vertikale Tryk, del' hvert fol' sig el' ubestemt, men hvis

Sum el' 2 Y (I Virkeligheden behøver det ene Il'1idtpunkt

kun at være hindret i Bevægelser til Siden). De to ved

'Flytningen frembragte Kraftpal' ændres, saa at Kræfterne

gaa gennem de faste Punkter, og ophæves da af disses

Reaktion. Ere de to Vægtes Afstande ulige store, bliver

derfor hele Apparatet underkastet et Sidetryk, saa at det,

hvis det el' opstillet paa en Fod, kan vælte, hvis denne

ikke el' tilstrækkelig bred.

/ 86. Et vilkaarligt Antal ved Hængsler forbundne

Stængel' danne en indskrivelig Polygon. Stængerne an

gribes i deres .Midtpunkter af Kræfter, del' ere proportio

nale med Stængernes Længder, og' som ere rettede udefter

efter den vinkelrette paa Stangen. Bevis. at del' el' Lige-
~

vægt, og at Trykkene i Vinkelspidserne ere rettede efter··
. ", 1 ' (i't ve> /.J' j,,,.den omskrevne Cirkels Tangenter. JV\C\-f' { l'" . ,.,,,,1 N«"

87. En Trekant med tre homogene Sider hviler i en /

'Vertikal Plan paa den ene Side; bestem Trykket i Top

punktet.

o( 88. To homogene Kugler med Radierne r og r l'

Vægtene V og V l' ere ophængte i samme faste Punkt

ved Snore af Længden l. Find Ligevægtsstilling, Tryk og

·Spændinger.

89. To Cylindre med Radierne r og ri' ere bundne

,sammen ved en Snor med Spændingen T. Find Trykket

6

i 6,ABG.
For Trykkene i a, b og c

faas, idet man tager Momenterne

for en Stang med Hensyn til el

af disse Punkter:

TA . Ab = ( Te - ~) bc;

. V)
Te· Ga=(n- s ab.

c

. V
Te = TB + Ta - S ;

V
Ta = Te+ Tb-S'

c

B

a
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mellem Cylindrene. (Betragt de krumme Dele af Snoren

som fast forbundne med Cylindrene).

90. I en tynd, i begge Ender aaben, lodret cylinder

formig Skal, der staar paa en horizontal Plan, hvile to

lige store homogene Kugler med Vægt V. Cylindrens Ra

dius er R, Kuglernes r, hvor r > i R. Hvor stor et'

Cylindrens Vægt, naar den er paa Nippet til at vælte?

Tag Momenterne af de paa Cylindren virkende Kræfter

med Hensyn til det Punkt, om hvilket Væltningen vilde

foregaa, og som derfor, i det Øjeblik, da Væltningen be

gynder, modtager hele den horizontale Plans Tryk.

;
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OTTENDE KAPITEL.

Tovpolygoner.

Retlinede Snorstykker.

84. Dersom Kræfterne paavirke et Tov, maa vi skelne

mellem to Hovedtilfælde, idet Kræfterne kunne have be

stemte eller foranderlige Punkter af Tovet til Angrebs

punkter. Det første Tilfælde vil ~. Eks. indtræde, dersom

der udøves Træk ved Snore, som

ere knyttede fast til Tovet i for

skellige af dets Punkter; det andet

Tilfælde indtræder, dersom de Snore,

ved hvilket Trækket udøves, ere knyttede til Ringe, som,

uden Gnidningsmodstand, frit kunne bevæge sig paa Tovet.

85. Faste Angrebspunkter. Dersom Tovet er i

Ligevægt, kan det betragtes som et fast System; heraf

følger, at alle de paavirkende Kræfter, henførte til

samme Punkt, maa holde hinanden i Ligevægt.

Tovet kan tænkes oversImaret i et villmarligt Punkt, naar

Spændingen i det overskaarne Stykke sættes i Stedet for

den bortsImarne Del af Polygonen. Spændingen i et Snor

stykke holder derfor Ligevægt med alle de Kræfter,

der virke til den ene eller til den anden Side af

Snorstykket. Skærer man to Snorstykker over, ser man

paa samme Maade, at Spændingerne i disse to Snor

stykker og alle de mellemliggende Kræfter holde hinanden

i Ligevægt.

6'"
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I enhver af Polygonens Virikelspidser virker den der

angribende Kraft og to Spændinger; disse tre Kræfter

holde hinanden i Ligevægt; man faar saaledes for hver

Vinkelspids tre Ligevægtsbetingelser, og disse, i Forbindelse

med de Ligninger, der udtrykke, at Polygonens Sider

have givne Længder, tjene til Løsn!ng af den almindelige

Opgave.

Vi ville betragte nogle Tilfælde, der have særlig

Interesse.

86. Kræfterne ere alle givne i Størrelse og

Retning. Ligevægtsfiguren søges.

Vi begynde med det yderste Tovstykke til venstre;

dets Retning og Spænding er bestemt ved den Kraft, del'

paavirker dets fri Endepunkt; vi kunne nu bestemme det

andet Tovstykkes Retning og Spænding, da denne skal

holde Ligevægt med to bekendte Kræfter, nemlig Spæn

dingen i det første Snorstykke og den i Vinkelspidsen

virkende Kraft; ved at fortsætte paa samme Maade kunne

vi eflerhaanden bestm:nme hele Figuren; den sidst bestemte

Spændings Størrelse og Retning maa falde sammen med

Størrelsen og Retningen af den givne Kraft, der paavirker

Tovets Endepunkt tilhøjre, dersom Ligevægt kan finde Sted.

Dersom de givne Kræfter alle ere parallele,

bliver Polygonen plan, thi ved den angivne Konstruk

tion falder enhver ny Side, der bestemmes, i den ved de

forudgaaende Sider og Kræfter bestemte Plan.

87. Dersom Tovets to Endepunkter ere faste, bliver

Opgaven .mere sammensat, idet man i Stedet for de to

bekendte Kræfter, der i det forrige Tilfælde angreb disse

Punkter, nu faar Punkternes ubekendte Reaktioner. Man

kan imidlertid for det første Punkts Reaktion sætte en

ubekendt Kraft med Komposanterne X, Y og Z og der-
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paa gaa frem som ovenfor; dm'~'ed blive alle de Størrelser,

man bestemmer, udtrykte ved X, Y og Z; tilsidst bestem

mes Tovets andet Endepunkt ogsaa ved disse Størrelser,

og da dette Punkts Koordinater ere givne, har man saa

ledes tre Ligninger med tre ubekendte.

88. Bevægelige Angrebspunkter. Dersom Kræf

ternes Angrebspunkter kunne forskydes henad Tovet, blive

Siderne i Polygonen ubekendte, men de derved tabte Lig

ninger erstattes ved andre, idet vi have vist (Opg. 13), at

enhver af Kræfterne i Ligevægtsstillingen halverer Vinklen

- mellem de to Polygonsidel', i hvis Skæringspunkt Kraften

virker. Alle Spændingerne blive lige store, og man har,

idet T er Spændingen, P en af Kræfterne og 2v den til

svarende Polygonvinkel :

P= 2 Teos v.

Forresten gælde de for det forrige Tilfælde beviste

Sætninger ogsaa her, da en Del af Polygonen ogsaa nu

kan betragtes som et fast System, naar de bortsImarne

Kræfter erstattes ved Spændingerne' i de oversImarne Tov

stykker.

Bøjelige Snore.

89. En Snor er fuldkommen bøjelig, naar enhver

Kraft, der paavirker den i en Retning, der ikke falder i

Tangenten, vil forandre Snorens Form. Lad Elementerne

af en saadan ustrækkelig Snor paavirkes af Kræfter, der,

ligesom Tyngdekraften, ere proportionale med Massen.

Snorens Tæthed og Tværsnit kunne variere fra Punkt til

Punkt, men da Tværsnittet tænkes uendelig lille, kan man

erstatte et forandret Tværsnit ved en forandret Tæthed og

behøver derfor kun at betragte denne. Lad den i Punktet

(x, y, z) være e, medens Tværsnittet er konstant.
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(39)

hvor

del' ogsaa udledes af Ligningerne (39), naar man flytter

deres sidste Led over, kvadrerer og adderer.

Ved Projektion paa Binormalen falde Spændingerne

bort, da de ligge i den oskulerende Plan. Den Ligning,

vi faa, udtrykker derfor, at R ogsaa maa ligge i Kurvens

(42)

(43)

d T +- eR cos v ds = 0,
faas heraf:

ved Differentiation erholdte Ligning:

dx d (dX) -+ dy d (dY) +- dz d (dz) = o.
ds ds ds ds ds ds

Projicere vi paa Hovednormalen, faa vi, idet ep er Kon

tingensvinklen, R Resultanten af X, Y, Z og D dens

Vinkel med Tangenten:

2 T sin ~+ e R sin D ds = O,

2 sin ~ =ep og ds = rep,

idet r er Krumningsradius. Ligevægtsbetingelsen bliver da:

!. + eRsin v = o. (41)
r

Skrives (40) under Formen;

første Tangent, kun bortkaste forsvindende Led. Projicere

vi nu ogsaa den ydre Krafts Komposanter paa Tangenten,

faa vi den første Ligevægtsbetil}gelse:

d T+ e(Xdx + Ydy + Zdz) = 0, (40)

der ogsaa kan udledes ved at multiplicere Ligningerne (39)

henholdsvis med ~~, :;, ~: og addere, idet man benytter

den af:

Lad X, Y; Z være Komposanterne af den Kraft, del'

vilde angribe den Masse, som findes i en Snorlængde 1

med Tætheden 1, hvis den val' samlet i Punktet (x, y, z).
Paa Elementet ds virker da en Kraft med Komposanterne:

ex ds, e y ds, ez ds.

Elementet kan betragtes som frit, naar man tilføjer Spæn

dingerne i dets Endepunkter. Lad T være Spændingen i

Punktet (x, y, z); da den er rettet efter Tangenten, hal'

den Komposanterne:

T
dx

T
dy

T
dz

ds' ds' ds'

der, naar VI give Koordinaterne Tilvæksterne dx, dy, dz,

faa Tilvæksterne:

d (T dX) d (T dy) d (T dz)
ds ' ds ' ds .

Da Spændingerne i Elementets Endepunkter have modsatte

Retninger, maa disse Tilvækster og de paa Elementet vir

kende ydre Kræfter holde hinanden i Ligevægt; Ligevægts

betingelserne ere derfol~:

d ( T ~:) + ex ds = 0, l
d (T ~;) + e y ds' 0, J

d(T ~:) + ez ds = 0,

der, i Forbindelse med de givne geometriske Betingelser,

bestemme Ligevægtsfiguren og Spændingen.

90. En anden Form for Ligevægtsbetingelsel'I1e faa

vi ved at opløs'e Kræftel'I1e efter Tangent, Hovednormal

og Binormal. Projicere vi paa Tangenten, faa vi fol'

Spændingens Tilvækst dT, idet vi, ved at betragte Spæn

dingel'I1e i de to Endepunkter som faldende begge i den



da er:
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(45)

(46)

x
a ,

ere:

a under det laveste

T = fly,

l (~~ +V1 1- (~r) = :

~~ + V1 + (~~y = e ~,

Vi + (dy )2 - dy = e
dæ dæ

hvoraf

C = fl a,
og lægge vi Abscisseaksen i Afstanden

Punkt, bliver c2 = 0, og Ligningerne

dæ _. dy
T -d - fl a, T - = fl s,

s ds

y2 = S2 + a2

dy a d
2
y. =_ds = V1og a dæ = s eJler dæ- dæ

der ved Integration giver:

eller

hvor Integrationskonstanten er bestemt ved, at æ = °
svarer til ~~ = O. Af den fundne Ligning udledes ved

Divisjon:

X = 0, y = -lÆ, Z = 0, z = 0,

hvorved Ligningerne (39) blive:

d (T dæ) = O· d (T dy) = Il. ds'
ds ' ds ,-'

heraf faas ved Integration:

dæ dy
T ds = c; T ds = fl s +Cl'

medens man af Udtrykket for dT (40) faar:

T= fly -1- c2 ·

Spændingens Projektion paa æ-Aksen er altsaa konstant.

Regne vi æ og s ud fra Kurvens laveste Punkt, hvor altsaa
ctx 1 dy bl' ,ds = 'ds = 0, Iver Cl = 0, og C bliver Spændingen

det laveste Punkt. Sætte vi endvidere:

8H

Kædelinien.

oskulerende Plan; betegne vi Koefficienterne i den osku

lerende Plans Ligning ved A, B, C, bliver Ligningen:

AX+ BY-!- CZ= 0, (44)

der udledes af (39), naar man eliminerer T og ~~.

91. Dersom:

e (X dæ + Y dy + Z dz)
er det eksakte Differential af en Funktion ep (æ, y, z), faar

man af (40):

T"- To = ep (æo, Yo' zo)- ep (æ, y, z),

idet To er Spændingen i (æo' Yo' zo)' Spændingen bliver

konstant, naar:

r

Da Snorens oskulerende Plan for hvert Punkt indeholder R,
altsaa Fladens Normal, bliver Snoren en geodætisk Kurve

paa Fladen.

X dæ + Y dy + Z dz = 0,

det vil sige, naar R er normal paa Kurven. Dette Til·

fælde indtræder f. Eks., naar Snoren er lagt over en glat

Flade og holdes udstrakt f. Eks. ved Vægte, der ere op

hængte i dens Endepunkter; disse Vægte maa da være

lige store og angive den konstante Spænding, medens

Trykket paa ds bestemmes ved (41):

Tds

92. Kædelinien er den Kurve, som dannes af en

homogen Snor, der kun paavirkes af Tyngdekraften og er

ophængt i sine Endepunkter.

Da de virkende Kræfter ere parallele, er Kurven plan,

vi tage dens Plan til æy-Pl., Y-Aksen vertikal og positiv

opefter. Lad Vægten af en Længdeenhed af Snoren være fli



(
a a a, al)

l =!!... ea - e-a - ea + e a ;
2

søge VI heraf l + b og l- b, faa vi:

l2_b2=a2 Ce~ + e-} _2)=a2Ce2~- e- 2~Y'
saa at a bestemmes' af den transcendente Ligning:

a Ce2~- e-la) =1,1 l2- b2,

eller for d = 2 a O; Vl2 - b2= dk

eO - e-O
20 = k. (48)

altsaa:
a(~ -~) a(~ -~)

Y=2 ea +e a ,s=2 ea-e a, (47)

af hvilke den første er Kædeliniens Ligning, medens den

anden bestemmer Buelængden.

93. Kædelinien har mange simple geometriske Egen

skaber; saaledes viser (46), at Buelængden afhænger paa

en simpel.. Maade af Ordinaten, ligesom den er fundet at

være proportional med Tangentens Retningskoefficient. Af

andre Egenskaber ville vi nævne den, at Krumningsradius

og Normal ere lige store og modsatte, hvilken. Sætning let

udledes af de fundne Ligninger.

94. Dersom Ophængningspunkterne og Snorens Længde

ere givne, kan man bestemme a og derved Kurven. Lad

Snorens Længde være l, medens d er Punkternes horizon

tale, b deres vertikale Afstand; man har da, idet a og al

betegne Punkternes 'Abscisser:

saa at
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man faar:
dy ~ æ ds ~

2 - = ea - e a, 2 - = ea + edx dx

æ
a,
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Da man .maa have l2,,_ b2 > d 2, maa man have k > 1.

O = O giver k = 1, a = 00. Kurven er i dette Tilfælde

en ret Linie. Er Kurven ikke meget afvigende fra en ret

Linie, aItsaa O lille, kan man udvikle venstre Side af (48)

i Række og benytte de første Led. For større Værdier af

. k maa man løse Ligningen tilnærmelsesvis ved Forsøg.

Kædebrolinien.

95. Dersom en Bro er ophængt i en Kæde, kan

man betragte den Vægt, som en Bue af Kæden bærer,
som proportional med Buens horizontale Projektion. Dersom

Enheden af Kædelængde bærer Vægten It, og vi se bort

fra Kædens egen Vægt, faa vi Ligningerne:

d(T~:)=O; d(T~;).=ftdx;

aItsaa: T dx _ c T dy _ dy _ It
ds -' l -ItX'-d --x,es . x c

idet y-Aksen er lagt gennem det laveste Punkt; heraf faas :

Y = It x 2

2c '
idet det laveste Punkt er taget til Begyndelsespunkt. Lige

vægtsfiguren er altsaa en Parabel med vertikal Akse. For

at bestemme denne Parabel, naar man kender Kædens

Længde og Ophængningspunkterne, maa man løse en meget

sammensat transcendent Ligning."

Anvendelsel'.

ti 91. En i to Punkter ophængt Snor paavirkes af

Kræfter, der alle gaa gennem et fast Punkt; bevis, at

Produktet af Spændingen og dens Afstand il'a det faste

Punkt er konstant.



92

~2. Find Ligevægtsfiguren for en Snor, der paavirkes

af TyJrdekraften, og for hvilken Spændingen staar i et

konstant Forhold til Snorens Tæthed.

93. En tung, homogen Snor gaar over en Tridse og

bærer i hvert Endepunkt en Vægt V. Bestem Spændingen.

,--- 94. Af en Bue af en ophængt, tung Snor kender'

man Tyngdepunktet, det ene Endepunkt og Tangenten tll

det andet Endepunkt. Hvorledes konstrueres Tangenten i

det bekendte Endepunkt?

95. En horizontal, cirkulær Cylinder med Vægt V

bæres i en elastisk Snor, del' el' lagt om den og som,

naar den ikke strækkes, netop naar om Cylindren. Snoren

vilde faa den dobbelte Længde, dersom dens Spænding

val' 1000 V. Find Spændingen.

96. En tung, homogen Snor el' fastgjort i to Punkter

i samme Højde, og Spændingen i disse Punkter el' lig

Snorens Vægt. Bestem Retningen af Tangenterne i disse

Punkter og Forholdet mellem Snorens Længde og Op

hængningspunkternes Afstand.

97. Hvorledes varierer Tætheden og Spændingen i

en tung Snor, naar Ligevægtsfiguren er en Cykloide med

lodret Akse?

98. Paa ·en glat Kugle ligger en tung, elastisk Ring

horizontalt. Bestem Ligevægtsstillingen.

99. Hvorledes bestemmes Spændingen i en Snor,

naar Kræfterne, del' paavirke den, ere rettede mod et fast

Punkt og alene afhænge af Afstanden fra dette Punkt?

93

NIENDE KAPITEL.

Om Gnidning.

96. Vi have hidtil forudsat, at en Overflade ved sin

Modstand kun kan tilintetgøre normale Kræfter. Natur

lige Legemers Overflader ere imidlertid altid mel' eller

mindre ru og frembyde derved ogsaa en Hindring mod

Bevægelser i tangentiel Retning. Man kan derfor tænke

sig Fladen glat, naar man tilføjer en Kraft i Tangent

planen, del' er lig og modsat den Kraft, som tilintetgøres

ved Gnidningsmodstanden. Denne Kraft har da den Sær

egenhed, at den kun fremkaldes, naar del' er Brug for

den til at hindre en tangentiel Bevægelse, og at den,

indenfor en vis Grænse, kan antage enhver dertil nød

vendig Størrelse og Retning. Denne Grænses Bestemmelse

er derfor nødvendig, naar Gnidningsmodstanden kommer i

Betragtning ved Bestemmelsen af en Ligevægtsstilling. Af

Modstandens Natur følger da tillige, at man ikke faar en

bestemt Ligevægtsstilling, men at der er Ligevægt i alle

Stillinger indenfor visse Grænser, svarende til de Stillinger,

i hvilke Gnidningsmodstanden er saa stor, som den kan
være.

Forsøg, der først ere udførte af C oul o m b, have

lært, at Gnidningsmodstandens .Maksimum kun er afhængig

af Overfladernes fysiske Beskaffenhed og af det normale

Tryk, de udøve paa hinanden. Med dette Tryk er den
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proportional; er det P, kan Gnidningsmodstanden sættes

lig fkP, hvor fl, der kaldes Gnidningskoefficienten,

er en af Overfladernes Natur afhængig Konstant. Særlig

mærkes, at Gnidningsmodstanden er uafhængig af Berø

ringsfladens Størrelse og, dersom Legemerne ere i Bevæ

gelse, af Hastigheden. Disse Love ere ganske vist ikke

absolut gyldige, men her ville vi dog holde os til dem og

henvise for den nærplere Undersøgelses Vedkommende til

Maskinlæren.
97. Den største Vinkel, som en Kraft, der tilintel

gøres af Overfladens Modstand, kan danne med Normalen,

kaldes Gnidningsvinklen; er denne D, kan Kraften P
opløses i en normal Komposant P cos D og en tangentiel

Komposant P sin D. Den sidste tilintetgøres af Gnidnings

modstanden, Inedens den første er det normale Tryk; man

har derfor:

fk Pcos D = Psin D eller fk = tg D,

der viser, at Gnidningsvinklen kun er afhængig af Gnid-·

ningskoefficienten og at Grænsestillingerne for de Kræfter,

som tilintetgøres af Fladen, danne en Omdrejningskegle

flade om Normalen som Akse. Dersom et Legeme, der

hviler paa en Skraaplan, er paa Nippet til at glide, er'

Skraaplanens Heldning netop lig Gnidningsvinklen, idet.

Planens hele Reaktion maa være lig og modsat Vægten.

Dette giver et simpelt IVIiddel til den praktiske Bestemmelse·

af Gnidningskoeffieienten.

Ofte er det umiddelbart indlysende, med hvill{en

Retning Bevægelsen vilde begynde, dersom den ikke hin

dredes ved Gnidningsmodstanden, og man kender da.

dennes Retning; i .Almilldelighed er dog ogsaa Retningen

ubekendt. Ogsaa Kurver kunne tænkes at være ru. Man

ser let, at Gnidningskeglens Akse her falder sammen med;

95

Kurvens Tangent og at dens halve. Toppunktsvinkel er

Komplement til Gnidningsvinklen. Retningerne af

Kræfter, der kunne tilintetgøres, falde ikke her,

ovenfor, indeni Keglen, men udenfor den.

Naar der i de følgende Anvendelser

vægtsstillingen, menes Grænsestillingen.

cienten antages overalt bekendt.

Anvendelser.

100. En tung Partikel hviler paa en ru Kugle; find

Ligevægtsstillingen.

101. En materiel Vægtstang kan dreje sig om en

Akse, der er lidt mindre end Hullet, som den gaar

igennem. Den ang.ribes af to Kræfter i en paa Aksen

vin'kelret Plan. Find Ligevægtsstillingen.

Betragtes et Snit gennem de to Kræfter, maa disses

Resultant gaa gennem de. to Cirklers Røringspunkt og

danne Gnidningsvinklen med deres fælles Normal. Derved

bestemmes de to Grænser for Ligevægtsstillingerne.

102. En homogen, cirkulær Cylinder staar paa en

horizontal Plan. Et Kraftpar søger at dreje Cylindren om

dens Akse; hvor stort er dets Moment, naar en lille For

øgelse vilde fremkalde Bevægelse? Trykket forudsættes

jævnt fordelt paa Understøtningsfladen.

Er Tætheden e, bliver Trykket paa et Element (po

lære Koordinater) eghrdrdO, hvor h er Cylindrens Højde.

Gnidningsmodstanden er vinkelret paa Radius og har med

Hensyn til Aksen Momentet fkeghr2drdO, der, naar Inte

grationen udføres med Hensyn tilO, giver Momentef

2:Trpeghr2dr. Det søgte Moment er derfor, idet a' er

Cylindrens Radius:
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2:n;!-teghf~2dr = ! fla V,
o

hvor V er Crlindrens Vægt.

103. En homogen Stang med Længde 2l og Vægt V

støtter sig med sit ene Endepunkt A til en horizontal,

med det andet B til en vertikal Plan. Gnidningskoeffi

cienterne ere fl og flI' Find Ligevægtsstillingen.

Lad X og Y være Trykkene i B og A, v Stangens

Vinkel med den horizontale Plan j man faar da ved Pro-

jektion: V = Y + fll X; X = fl Y,

og ved at tage I\'Iomeiltel'lle med Hensyn til A,

2l X sin v + 2l fll X cos D = l V cos D,

hvorved X, Y og v bestemmes.

"\, 104. En homogen Cylinder staar paa en Skraaplan,

hvis Heldning stadig forøges. Bestem Forholdet mellem

Radius og Højde, naar Cylindren samtidig begynder at

vælte og at glide.

105. Find SEørrelse og Retning af den mindste

Kraft, ved hvilken en Vægt V kan bevæges opad en

Skraaplan med Heldning v.

106. To Vægte, V og VI' ere i Ligevægt paa en

Skraaplan, idet de ere forbundne ved en med Sluaaplanen

parallel Snor. Gnidningskoefficienterne ere fl og fll' Find

Skraaplanens Heldning.

107. To ens, retvinklede Parallelepipeder hvile hver

med en Kant paa en ru vandret Plan, medens det ene

hviler med en Sideflade paa en Sideflade af det andet.

Find Ligevægtsstillingen. Sidefladerne ere glatte.

>< 108. En Snor er lagt om en ru Cylinder, saa at

den danner en Vindellinie. Find Maksimum af Stigning

for denne.
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109. En Vogn er i Ligevægt paa en Skraaplan paa

Grund af Gnidningen mellem Hjul og Aksler. Find Skraa

planens Heldning. Hjulene bærer ligemeget, og deres egen

Vægt lades ude af Betragtning.

110. To lige store cirkulære Cylindre ligge paa en

horizontal Plan, saa at de røre hinanden langs en Frem

bringer. De bære en tredje lignende Cylinder, del' rører

dem langs Frembringere. Bestem Gnidningskoefficienterne

for Cylinder og Cylinder og for Cylinder og Plan, naar

der netop er Ligevægt.

111. En Lem, der er løftet lidt, hviler paa Kanten

af en anden lignende Letll. Kan man løfte den sidste

(og derved tillige den første)? Gnidningen i Hængslerne'

tages ikke i Betragtning.

7
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'TIENDE KAPITEL.

De virtuelle Hastigheders Princip.

98. Tænke VI os Angrebsplmktet fol' en Kraft P

forskudt et Stykke m i en Retning, del' med Kraftens

Retning danner en Vinkel a, forstaa VI ved Kraftens

virtuelle Moment Produktet:
Pmcosa

eller Produktet af Kraften og Forskydningens Pro

jektion paa Kraftens Retning.
Dersom Punktet er frit og angribes af flere Kræftel',

have vi fundet, at i Ligevægtsstil1ingen el':

2:Pcosa = O,

hvor Vinklerne a ere Kræfternes Vinkler med en hvilken

som helst Retning. Multiplicere vi denne Ligning med m~

kunne vi udtrykke Sætningen saaledes:

Naar et frit Punkt el' i Ligevægt, er Summen

af Kræfternes virtuelle Momenter Nul for en

hvilken som helst Forskydning.
Der el' altsaa ingen væsentlig Forskel paa at forskyde

Punktet Stykket m i en vis Retning og at projicere Kræf

terne paa denne Retning. I begge Tilfælde dannes Lig

ninger, der, paa Faktoren m nær, ere. identiske, og i

begge Tilfælde kan man kun danne tre af hverandre uaf

hængige Ligninger; omvendt give tre saadanne Ligninger

de tilstrækkelige Ligevægtsbetingelser.

I• 99

Er der ikke Ligevægt, kunne vi tilvejebl'inge Ligevægt

ved at tilføje en Kraft, lig og modsat Resultanten; da nu

Ligevægtsbetingelserne ere opfyldte, hal' man, at:

Resultan telns virtuelle Moment er lig Sum

men af Komposanternes virtuelle .Momenter for

e n h vel' F o r s k ydn i n g.

Da StølTelsen af m er villmarlig , kunne vi gøre m

uendelig lille; vi kunne da, idet vi lægge et retvinklet

Koordinatsystem, give Angrebspunktet (x, y, z) en vil

lmarlig Forskydning ved at give Koordinaterne Tilvæksterne

ox, oy og oz. Erstatte vi nu de virkende Kræfter ved tre

Kræfter X, Y, Z, del' virke efter Akserne, blive disses

virtuelle Momenter henholdsvis Xox, Yoy, Zoz, saa at

man fol' Ligevægt faar:

Xox + Yoy + Zoz = O, (49 )

del' ikke alene er en nødvendig, men ogsaa en tilstrække

lig Ligevægtsbetingelse , thi da Forskydningen el' ganske

vilkaarlig, ere ox, oy og OZ uafhængige af hverandre,' og

Ligningen kan derfor kun tilfredsstilles ved:

X = O; Y = O; Z = O.

99. Dersom Punktet el' bundet til en glat Flade

eller Kurve, kan man borttage disse, naar man tilføjer

deres Reaktioner. Den ovenstaaende Ligning vedbliver

da at være nødvendig og tilstrækkelig Ligevægtsbetingelse,

. men indeholder de ubekendte Tryk. Dersom man imid

lertid kun foretager Forskydninger i Fladen eller Kurven,

altsaa normalt paa de ubekendte Tryk, ere disses virtuelle

.Momenter Nul, og Ligningen el' befriet for dem. Nu kan

imidlertid, dersom Punktet forskydes i en given Flade, en

af Forskydningerne ox, oy, OZ udtrykkes lineært ved de

to andre, og (49) deler sig derfor kun i to Ligninger;

dersom Punklet forskydes paa en given Kurve, kunne de

7*
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to Forskydninger bortskaffes, og man faar kun een Lig

ning; da' man imidlertid i det første Tilfælde har Fladens

Ligning og i det andet Kurvens to Ligninger, har man i

alle Tilfælde de tre nødvendige Ligninger. Altsaa: F o r

et bundet Punkt giver de virtuelle Hastigheders

Princip den nødvendige og tilst.rækkelige Lige

vægtshet.ingelse, naar man foretager en vilkaar

lig lille Forskydning i den Flade eller Kurve,

til hvilken Punktet er bundet.. Ønsker man tillige

Trykket. bestemt., maa man give Punkt.et en Forskydning

bort fra Fladen eller Kurven.

Metoden falder endnu ganske sammen med den, vi

tidligere anvendte. Den vilkaarlige Forskydning i Fladen

svarer til Kræftel'l1es Projektion paa to Linier i Tangent

planen, Forskydningen i Kurven til Projektion 'paa Kurvens

Tangent, og vi have t.idligere vist, at. disse Projektioner

give de til Problemets Løsning nødvendige Ligninger, naar

Trykkene ikke ønskes bestemte.

100. Lad os lll~ betragte et System af Punkter, der

paavirkes af Kræfter, og som bevæge sig frit eller paa

glatte Flader eller Kurver, og som ere forhundne med

Snore, Stænger, eller lignende. Vi kunne da borttage

disse Forbindelser, naar vi indføre deres Spændinger, og

vi faa da, ved at anvende de virt.uelle Hastigheders Princip

paa hvert. Punkt for sig, de nødvendige og tilst.rækkelige·

Ligevægt.sbetingelser. I disse indgaa imidlertid de ube

kendte Spændinger, og enhver af disse findes to Gange

med samme Størrelse og med modsat Retning, eftersom

vi betragt.e Stangens ene eller andet Endepunkt. Vi have

endnu ingen Afhængighed mellem St.ørrelserne af de For

skydninger, vi give de forskellige Punkt.er, og vi ville der

for undersøge, om vi ikke her kunne vælge en saadan

to

I
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Afhængighed, at vi derved blive fri for at indføre de ube

kendte Spændinger i Ligningerne.

Lad nu den St.ang eller Snor, del' forbinder Punkterne

(x, y, z) og (xl' Yl' Zl)' have Længden t og mecl Akserne

danne Vinklerne a, (3, y, og lad begge Endepunkter an

gribes af en Kraft T, der virker langs Stangen, men med

modsatte Retninger for de to Punkt.er. Forskyde vi Stangen,

saa at. Endepunktel'l1es Koordinater faa Tilvæksterne ox,

oy, oz og oXl' 0lh, OZl' bliver Summen af de to Kræf

ters virtuelle Momenter:

Teos a (ox- OXl) + Teos (3 (oy - oy l) -+- Tcosy (oz - OZl)

x-x y-y z-z= T-
t
- l (ox-ox 1 ) -+- 1"-l_l (oy-OYl) +T-

t
- 1 (oz-OZl)'

men: (X-----.:Xl)~ + (y-Yl)2 + (Z-Zl)2 = l2,

hvoraf:

(x-xl)(ox-OX 1 ) + (y-y l)(OY-OY l) + (Z-Zl)(OZ-OZl) = tol,

idet. vi tage den Mulighed, at Snoren eller St.angen er

elastisk, med i Betragt.ning. Vi faa altsaa for Summen

af de virt.uelle Momenter:

Tot,

cler el' Nul, dersom Stangen beholder sin Længde.

Heraf følger, at. dersom vi paa den ovenfor angivne

?l'Iaade cianne Ligninger ved Forskydninger af de enkelte

Punkter, ville de i disse Ligninger indgaaende Spændinger

elimineres ved Ligningernes Addition, dersom vi lade de

enkelte PllJlkters Forskydninger afhænge saaledes af hin

anden, at Længderne af de Stænger eller Snore, langs

hvilke Spændingel'l1e vit:1;:e, blive nforanclrede. Dett.e kan

altid' opnaas for de uelastiske St.ængers Vedkommende, da

Syst.emet. ellers var ubevægeligt.; derimod kan det. træffe

sig, at. elastiske Snore eller St.ænger maa forandres j

Længde, naar Bevægelsen skal opfylde de andre Betingelser,
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og i sall. Fald faar Ligningen Led af Formen Tot. De

virtuelle Hastigheders Princip leverer imidlertid ogsaa i

dette Tilfælde de tilstrækkelige Ligevægtsbetingelser , da

Spændingen i en elastisk Snor er en bekendt Funktion

af Snorens Længde, sall. at de tilkomne Led ikke tilføje

ny ubekendte.

101. Vi have endnu tilbage at betragte een For

bindelse, idet Systemet kan indeholde glatte Legemer, del'

berøre hinanden. I Røringspunktet har man da to lige

store og modsatte Tryk; Summen af disses virtuelle Mo

menter er Nul, naar Fladel'l1e glide eller rulle lidt pall.

hinanden, thi Projektionen af Angrebspunktets Forskydning

pall. Kraftens Retning el' uendelig lille af højere end første

Orden. Trykkene i Røringspunkterne gaa de1'fOl' bort af

den Ligning, del' dannes ved en saadan virtuel Forskyd

ning, ved hvilken Fladel'l1e vedblive at røre hinanden.

Vi kunne nu opstille den almindelige, under Javn af

de virIlIelle Hastigihedel's Princip bekendte Sæl

ning:

Naar et Sys,tem el' i Ligevægt, el' Sunllnen af

de virkende Kræfters virtuelle IVlomenter Nul for

e nh vel' Fors kydn i ng, d e l' s tem mel' med d e gi vn e

geometriske Betingelser, og omvendt. Til de vir

kende Kræfter mali. da regnes Spændinger i elastiske

Stænger eller Snore som ovenfor vist.

Dersom de geometriske Betingelser ere givne ,"ed

Ligninger mellem Angrebspunktel'l1es Koordinater x, y, z,

Xl' Yl' Zl' ... , giver enhver saadan Ligning, u = 0, en

Relation mellem Forskydningel'l1e af Formen:

du au du du du
-a OX + -d oY+ -d oz+ -a oXl + -l-OYl +... = O.

X Y z Xl CYl
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Enhver saadan Ligning tjener da til Elimination af en af

Forskydningerne; derved formindskes Antallet af Ligninger,

{ler dannes ved de virtuelle Hastigheders Princip, med 1,

men denne Ligning erstattes ved u = 0, og Antallet af

Ligninger vedbliver at være lig Antallet af ubekendte,

102. De virtuelle Hastigheders Princip antager en

særlig simpel Form, naar del' ikke virker andre Kræfter

end Tyngdekraften. El' V/c Vægten af et vilkaarligt af de

bevægelige Legemer og (x/c, Y/c, z/c) dets Tyngdepunkt

,(z vertikal), giver de virtuelle Hastigheders Princip:

X V/co z/c = 0,

men: Z V/cz/c = /;X V/c,

bvor /; er z· Koordinaten til det hele bevægelige Systems

'Tyngdepunkt; heraf følger:

X V/crJz/c = o/;Z V/c,
altsall. : c5/; = 0,

der viser, at af de mulige Stillinger, som Systemets Tyngde

punkt kan indtage, vil det i Ligevægtsstillingel'l1e indtage

en Maximums eller Minimumsstilling.

103. Den ovenstaaende Udvikling gælder kun for

glatte Legemer, thi er del' Gnidningsmodstand, vil en

Forskydning i Tangentplanen I"el bortskaffe den normale

Reaktion, men ikke den deraf uafhængige Gnidningsmodstand.

Man kan imidlertid vælge en saadan Forskydning, at

baade Trykket og Gnidningsmodstanden gaa bort, idet

man kan forskyde i en Retning, vinkelret pall. disse to

Kræfters Resultant, det vil sige i en Retning, del'

med Tangentplanen danner Gnidningsvinklen, Med

denne Ændring vedbliver de virtuelle Hastigheders Princip

at gælde.



dy -+ dy, = O.
Stængernes Vinkler med en vanclt'e t
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Som Eksempel ville VI betragte en Stang AB, der

stølter sig til en vandret og en lodret Linie, og som har

Længden 2t og Vægten V. Gnidningskoefficientel'lle i A

og B ere ·henholdsvis # og IÆ l ·

Vi vælge de to Linier til Koordinatakser. Da A og B

ved Forskydningen forlade disse Linier, betegnes de (x, y)

og (x; 'Yl)' Man faar da ved en Forskydning:

tJy = #tJx; tJx l = -,Ul tJY1'

men af:

faar man:

(x- Xl) (tJx - tJX1) + (y - Ul) (tJy - tJY1) = 0,

saa at:
y - Yl Ox - tJx l

tgv = = - ~ l

X-Xl tJU-uYl
hvor v er Stangens Vinkel med x- Aksen; nu giver. de

virtuelle Hastigheders Princip:

V(tJy -+ tJU1)'= 0,

og man faar da:

1-f~#1
tgv=~-,

del' bestemmer Ligevægtsstillingen .

Anvendelser.

112. To elastiske' Snore ere udspændte som Diago

naler i et Parallelogram, del' hal' Hængsler i Vinkelspid

serne. Filld Forholdet mellem de to Spændinger.

Ere Diagonalerne t og t l , Spændingerne T og T l ,

faar man ved en lille Bevægelse, der giver Diagonalernes

Længder Tilvæksterne d l og d t l :

Tdt -+ Tldt l = O.
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Ere Siderne a og b, har man:

l2 + l12 = 2a2 + 2b 2, aItsaa tdt +- t l dt l = O.

Spændingel'J1e forholde sig derfor som Længderne af Snorene.

113. En Linie med Vægt 11 støtter sig til en vand

ret og en lodret Linie og holdes i Ligevægt ved en Snor

med Længden t, der gaar fra de faste Liniers Skærings

punkt til et saadant Punkt af den bevægelige Linie, at

dennes øverste Stykke er a, det nederste b. Find Spæn

dingen og Trykkene.

Lader man Linien a -+ b glide ..lidt paa de Io faste

Linier, faar man:

Tdt -+ l/dy = 0,

hvor T el' Spændingen, y Højden af Liniens i\lidlpt1l1kt.

Ad geometrisk Vej udledes nu let en Ligning mellem l,

U og konstante Størrelser. Ved Differentiation af denne

Ligning bestemmes Forholdet mellem dy og dt. Paa

lignende Maade faar man Trykket i Stangens ene Ende

punkt bestemt ved en lille Bevægelse, ved hvilken t ikke

forandres, medens Slangens andet Endepunkt glider paa

den Linie, til hvilken det støtter sig.

11/1:. To Stængel' med Længden t, AB og BG, ere

forbundne ved et Hængsel i B. A ligger i et. fast Punkt,

medens G kan glide paa en lodret. Linie. Find Ligenegts

stillingen.

Ere y og Yl Højderne af Stængernes Midlpunkt.el',

faar man:

Lad v og v l være

Linie; da el':

y=ilsinv; Yl =tsinv+itsinvll

saa at. Ligevægtsstillingen best.emmes ved:

3 cos wJ- cos v:A= O.
t, A J .. ~ flif I, { • (1 (1'., ( I



y 115. En homogen Kegle kan bevæge sig i den om

skrevne Kugle; find Betingelsen for, at der el' Ligevægt i

alle Stillinger.

Keglens Tvngdepunkt maa under Bevægelsen have

konstant Højde, og da dets Afstand fra Centrum er kon

stant, maa det falde i Centrum. Derved bestemmes let

Toppunktsvinklen.

:L15. En homogen Stang gaar gennem en lille Ring

og slotter sig til en lodret Plan. Bestem Ligevægts-

stillingen og Trykkene. C.() SJ .

117. To Partikler med samme Vægt ere bundne til

en Ellipse, hvis store Akse er lodret; de ere forbundne ved

en Snor, del' gaar over en lille Tridse i det øverste Brænd

punkt. Bevis, at der el' Ligevægt i enhver Stilling.

118. En Stang støtter sig med sit nederste Ende

punkt til en lodret Plan; det nverste bærer en Vægt, og

Midtpunktet el' ved en Snor forbundet med et fast Punkt;

bestem Ligevægtsstilling, Trvk og Spænding. r, I "

119. Et Punkt, del' el' bundet til en Ellipse, til-

trækkes af Brændpunkterne. Tiltrækningen er omvendt

proportional med Afstandens Kvadrat; find Ligevægtsstil

lingen .

•,. 120. En Stang hviler paa en Klll've i en lodret

Plan og støtter sit nederste Endepunkt til en lodret Linie.

Bestem Klll'ven, naar der skal være Ligevægt, i hvilleet

Pun kt end St<mgen rører den.

121. Et Punkt tiltrækkes af to Punkter A og B

med en Kraft, der Cl' proportional med Afstanden. Punktet

el' ved en Stang forbundet med Midtpunktet af AB, om

hvilket Punkt Stangen kan dreje sig. Bestem Ligevægts

stillingen.
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-. 122. En tung Partikel ligger paa en Klll've i en

vertikal Plan og er ved en elastisk Snor, der ligger paa

Kurven, forbundet med et fast Punkt af denne. Bestem

Kurven saaledes, at der er Ligevægt i alle Stillinger.

123. Løs Opgaverne 51-66 ved Hjælp af de vir

tuelle Hastigheders Princip.
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ELLEVTE KAPITEL.

Om Tiltrækning.

104. Erfaringen lærer, at alle Legemer tillrække

hinanden, og at Tiltrækningen el' proportional med Mas

serne, men omvendt proportional med Afstandens Kvadrat.

Betegner ft Tiltrækningen mellem to Partikler med Mas

serne 1, og hvis Afstand el' 1, bliver derfor Tiltrækningen

mellem to Partikler med :Massel'l1e dm og dm 1 og Af

standen r:
dm dm 1

f~--r-2-'

Mere almindeligt kan man tænke sig en Tiltrækning:

'/u ep (r) dm dm 1 ,

hvor ep (r) el' en vilkaarlig Funktion af Afstanden. ep (r)

kaldes Tiltrækningsloven. Herunder kan ogsaa Frastødning

være indbefattet.
105. Tiltrækning af en tynd, homogen, pris"

matisk Stang. Lad den tiJtrukne Partikel P haye Mas

sen 1, medens Enhed af Stangens Længde har Massen m.

Tiltrækningen af et Element dæ af Stangen el' da ,umep(r)dæ.

Vi lægge Abscisseaksen paa Stangen og Ordinataksen gen

nem P, hvis Afstand fra Stangen kaldes (3. Komposantel'l1e

af Tiltrækningen ere da:

X = ,umf ~ ep(r)dæ; Y = - ,umf ~ ep (r) d;;;,

hvor: æ2+ (32 = 1'2, altsaa æ dæ = r dl',
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og Integrationen udstrækkes til hele Stangens Længde.

Fortegnene ere bestemte ved Retningerne af den elementære

TiJtræknings Komposantel'. Vi mærke os fol' det følgendes

Skvld særlig den første Komposant:

X = f~ mSep(r) dl' = ftm('lf'(r 1)-'lp(r 2 »),

hvor lp el' den Funktion, hvis Afiedede el' ep, og hval'

1'1 og 1'2 ere Parliklens Afstande fra Stangens Endepunkter.

Vi se heraf, at naar Stangen og TilLrækningsloven ere

givne, el' Tillrækningens Komposant i Stangens

Retning alene afhængig af Partiklens Afstande

fra Stangens Endepunkter.

106. Den naturlige Tiltrækning af en homogen
KugleskaI. En Kugleskal, begrænset af to koncentriske Kug

lefiader med Radierne r og r + dr, hal' Tætheden Il. En lil

trukken Partikel med Massen 1 hal' Afstanden a fra Centrum.

To Radier i det i Figuren

fremstillede Snit danne med a

Vinklerne (J og (J + d(J. Disse 'b
og de lo Cirkler begrænse et' (f.

Element med Arealet r dl' d (J,

der ved Drejning om a be

skriver en Ring med Massen e. 2n r sin () . r dl' d (J. Denne

Rings Elementers Tiltrækninger danne alle med a en Vinkel,

. a2 +u2_r2

hVIS cos. el' , og hele "Ringen ndøver derfor
2u a

en Tiltrækning efter a,' del' er:

u 2 +a 2 _r2

n Il ft 1'2 dl' o sin (J d ()
a u" '

eller, da:
2 o + oU = 1'- a" - 2 a r cos (J, altsaa u du = a r sin () d (J,

.n Il f~ r dl' u2 + a 2
-,--- 1'2

2' 2 du.
a u
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Den samlede Tiltrækning, der aabenbart er rettet mod

Centrum, er derfor:

n eft r drS1 + (0.
2

- r2
) du,

0.2 u2

hvor Integralet skal tages mellem Grænserne r - o. og

r + a, dersom Partiklen ligger indenfor, men mellem

o. - r og a + r, dersom Partiklen ligger udenfor Kugle

skalIen. I det første Tilfælde faar Integralet Værdien

Nul, i det andet Værdien 4 r. Da nu 4n e r 2 dr el' hele

Kugleskallens Masse, bliver, dersom denne betegnes med

m, Tiltrækningen i det sidste Tilfælde:

/um
(;2'

Jlltsaa den samme, som om hele Kugleskallens l'\iIasse val'

samlet i Centrum.
Hal' Kugleskallen en endelig Tykkelse, og el' dens

Tæthed kun afhængig af Afstanden fra Centrum, kan den

deles i uendelig tynde, homogene Kugleskaller, og paa

disse kunne de func1ne Resultater anvendes. Man faar

derved følgende Sætninger:
En Partikel el' i Ligevægt overalt indeni en

af homogene, koncentriske Lag bestaaende hul

Kugle; befinder Partilden sig udenfor Kuglen,

tiltrækkes den, som om hele den tiltrækkende

Masse var samlet i Centrum; befinder den sig i

den hule Kugles Masse, ti1lrækkes den, som om

den nærmere Centrum liggende lI'lasse var samlet

Centrum.
Ligger Partiklen indenfor Overfladen af en fuld, homogen

Kugle i en Afstand o. fra Centrum, el' Tiltrækningen:

tnfte 0.
3

: 0.
2

,

altsaa proportional med Afstanden fra Centrum.

J
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107. Den beviste Sætning for det Tilfælde, lwor

Partiklen ligger indenfor Kugleskallen, el' et specielt Til

fælde ar en mere almindelig Sætning, del' kan udtrykkes

saaledes:

To NIasser med san}.me Tæthed udøve samme

Tiltrækning paa en Partikel, naar de afskære lige

store Stykker (til samme Side) af enhver Linie gen

nem Partiklen.

Lægger man nemlig en Kegleflade med Toppunkt i

Partilden og uendelig lille Toppunktsvinkel, og deler man

de derved af NIasserne uclskaarne Dele i uendelig mange

afstumpede Kegler med samme Højde, ville Masserne af

to saadanne forholde sig som Kvadraterne ar deres Af

stande fra Partiklen, og de ville derfor udøve samme Til

trækning paa denne, hvilket da ogsaa maa gælde om de

to hele Masser. En Partikel vil ifølge denne Sætning

være i Ligevægt, dersom den tiltrækkende, homogene

Masse ar enhver Linie gennem Partiklen afskærer lige store

Stykker, beliggende paa modsatte Sider af Partiklen. Ifølge

en bekendt, geometrisk Sætning følger heraf:

En Partikel er i Ligevægt overalt indenfor en

homogen Skal, der begrænses af to ligedannede

og ligedan beliggende Ellipsoider.

108. Tiltrækningen af en homogen Ellipsoide.
Dersom Partiklen ligger indenfor Ellipsoidens Overflade,

lægger man igennem Partiklen en med den givne ligedannet

og ligedan beliggende Ellipsoide; den derved afskaarne Skal

udøver ingen Tiltrækning, og Opgaven er altsaa reduceret

til det Tilfælde, hvor Partilden ligger paa Ellipsoidens

Overflade. Ligger Partiklen udenfor Ellipsoiden, kan, som

det er vist ar Mac1aurin og Ivory, Opgaven reduceres til
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8

dy dz, Derlil svarer i den anden et. Prisme AB med

Tværsnittet b~ :' dy d~. Da PAI = PI A og P Bl = PI B,

vilde, ifølge en ovenfor bevist Sæt.ning (105), Komposanten

efter x-Aksen af Tiltrækningen af Al Bl til P være lig

KomposfInten af Tiltrækningen ar A B til P l , dersom Pris

merne havde samme Tværsnit, Disse Komposanter forholde

sig derfor som b l Cl :bc, og da dette gælder fol' hvert enkelt

Pal' sammenhørende Prismer, gælder det ogsaa fol' de to

Ellipsoider, Den Opgave, at bestemme Komposanten efter

x-Aksen af Tiltrækningen af den første Ellipsoide til det ud

vendige Punkt P, el' derved reduceret til den, at bestemme

den samme Komposant af den anden Ellipsoides Tiltrækning

lil del i Massen liggende Punkt Pl' Af den ene Komposant

faas de andre ved en passende Ombyt.ning af Bogstaver.

109. Vi have saaledes kun tilbage at. beregne Til

Lrækningen af en homogen Ellipsoide:

Ax2 + By2 + Cz2 = 1
til el Punkt. af dens Overflade. Lad dette Punkt være

(Xl' Yl' Zl)' Vi Lage detle Punkt til Pol for polære Koordi

nater, idet vi sætte:

x=xl +r cos 8; Y=Y l + rsin 8 cos 'lp ; Z=Zl + rsin 8 sin 'ljI.

Volumenelementet. el' r 2sin 8 dr d8 cl1p, hvis Tiltrækning el'

Il- esin 8 dr cl Od1p, der, naar Integrationen med Hensyn til r

udføres, giver: '!Jo e r sin 8 cl 8 cl 'ljI,

hvor r er den af Linien (O, 'ljI) afskaarne Korde; dennes

Længde ·findes ved at indsætte de ovenfor angivne Udtryk

fol' x, y og z i Ellipsoidens Ligning at være:

_ 2 AX I cos 8 + BYl sin 8 cos'ljl + CZ l sin 8 sin 'ljI

Acos2 8 +Bsin28cos21p+ Csin28sin 2'lj1

Fol' at. finde den samlede Tiltræknings Komposant X efter

x-Aksen, skulle vi multiplicere det fundne Element af

Till.rækningen med cos 8 og int.egrere; vi kunne hel' fol' 8

to konfokale Ellipsoider:
x2 y2 Z2
"2+ [j2+ Ci!= 1,
al l l

(let ovenfor nævnte Tilfælde. Bevisel herfor støt.ler sig

Vaa folgende Sæt.ning:

Dersom man hal'
2 2 ",,2

~ +Y +~ =:1 og
a2 b2 c2

hvor altsaa:
2 ~ b 2 b2 - 2_ c2 = k 2

al . - a = l - - Cl ' .
og man ved parrede Punkter paa de to Overflader

f o r s l a a l' s a a d a n n e, h v i s K oo r d i n a te l' e r e p l' oPo 1'

tionale med de tilsvarende Halvakser, er Af

standen mellem et Punkt af den ene og et Punkt

af den anden Flade lig Afstanden mellem de lo

med disse parrede Punkter.

Man har nemlig, idet d og dl cre de to Afstande,

( z) og (t 17 r) de lo første Punkter, (Xl' Yl' Zl)
X, y, <;1' l' <'1

og (;,17, Cl de del'lued parrede Punkter; 2.

d2 =(X_;1)2+(Y- 1h)2+(Z-C l ) ,

d
1
2 = (Xl - W+ (Yl -17)2 + (Zl _-C)2,

r~."" _t.t =a·alo,s.v, altsaaX;l=Xl;o.s.v.men ~Jo"'l-<;'<;l ..

hvoraf: 2 C2
d2_cl12=x2_X12+;12_e+y2-Y12+1712_172+z2_Zl2+Cl -

= x 2(1- a;2
2
) -+- ;12(1- ::2) 1- y

2
(1- bb

122
)

_.I- 2 (1- .b
2

) +z2(1-' C1
2
)+C1 2(1_ C

2
2,;

-, "h b 2 c2 Cl
l

(

t 2 2 C 2 x 2 y2 Z2)
k 2 <;1 +~+_l -- = O.

= -2 b 2 C 2 a2 b2 c2
al l l

Lad nu de to Ellipsoider begrænse lVIasser med Tæt-

heden O' den første tiltrækker en udenfor den paa den anden

Overn:c{e liggende Partikel P, den anden en Partikel i

det med P parrede Punkt Pl' Af den første udskæres et

P
. A B llarallelt med x-Aksen og med Tværsnittet

rJsme l 1
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JU f æ- a JU f - p
~=- ~(r)-r-dm;. JP=- ep(r)~dm;

JU f z-r
~=- ep (r) -- dm'ur r'

El' Ellipsoiden en Omdrejningsellipsoide, idel f. Eb.
B = C, komme alle Komposanterne lil at afhænge af et
Integral af Formen:

n

J2 COS2 Osin Od O r
o a cos 2 O + fJ sin 2 O -

h vor Integrationen let udføres.

110. Potentialet. Lad ep (r) være Tiltrækningsloven

og 1jJ den Funktion, hvis afledede er ep, Dannes Integralet

U = S1jJ (r) dm,
hvor: r2 = (æ - a)2 + (y _ fJ)2 + (z -1')2

og Integrationen udstrækkes til hele det tiltrækkende Legeme,
hal' man:

altsaa:

JU dU JU
X= -Il- Ja; Y= -Il- Jp; Z= - Il-Fy'

Tiltrækningens Kornposanter bestemmes saaledes ved Diffe

rentiation af et og samme Integral, El' Tiltrækningen den
naturlige, sætter man:

V fd;;
V kaldes da Legemets Potential med Hensyn til

Punktet (a, p, r), Befinder der sig i dette Punkt en

Partikel med iVIassen 1, bestemmes TilLrækningen ved:

X - JV, JV JV
-Il- Ja , Y=Il-

Jp
; Z=ll-ry'

U el' en Funktion af a, p og r, og

U = Konst.

er deiJol' Ligningen for en vis Flade, en saakaldt N i v e a ll-

S"'

.,

r
I
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vælge Grænserne O og n, fol' 'Ip Grænserne O og 2n, men

faa derved hvert Elemenl med lo Gange, Udtrykkel for

r viser, at ResulLatet hal' Formen:

kæl + lYl + mzl ,
hvor k, l og m ere Konstanter, Da man nu, paa Grund

af Symmetrien, fol' æl = O skal have X = O, maa log m

være Nul, De Led, der indeholde y l og Zl' kunne derfor

udelades, og man faar;

i 2Jl in cos2 0sinO dO
X=-/-teæl AJo d1jJJo (A cos 20 -1- Bsin 2 0') COS 21jJ +(A cos 20+ Csin 20) sin 2 'ljJ'

hvor Nævneren er ændret ved, at dens første Led el'

multipliceret med sin ~ 1jJ + cos 2 1jJ, Integrationen med

Hensyn til 'ljJ kan udføres, idet man i Stedet fol' at tage

Integralet fra O til 2n tager fire Gange Integralet fra O

til i og benytter Formlen:

f: d'ljJ - n .

o a COS2~ + fJ sin 2
'ljJ - 2ya fJ'

man faar derved:

T ~n cos2 0sinOdO
X=-2/-te~1A'!l Y(A cos 2 0+ Bsin 2 0)(A cos2 0+ Csin 20)'

. o II'

rDa ,sin Od O= - d co O, kan man age to Gal gø Inte-

gralet fra O til ~; sætter an dernæst:
~ . 2

cos O= u, A - B = a.

faar man, idet M el' Ellipsoidens Mas

s li u
2

du
~= -3)MAllæl 2)'
~ o V(1 + a u

2
) (1 + fJ

hvoraf de lo 'Unclre Komposanter let danne::.J
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1 l".'Ol' Overgang,' I il el konsekutiv I Punkt paa dennefl ae e.

Flade hal' man:

OUd a + OUd (3 + OU d)' = O,
oa 0(3 01'

og sætter man:
a=a+rcosÅ; (3=b+rcos u ; y=c+rcosv,

hal' man:
DU _ DU Da + DU ~(3 + DU Dy
Jr-Oaor 0(3 Dr 01' Dr

DU oU DU
__ cos Å+ - cos u + ~ cos 1',
-Da 0(3 uy

del' ved Multiplikation med - f L netop bliver Tiltrækningens

Komposant i r's Retning; denne Komposant el' derfor:

oU
--fL Jr'

(50)

02~ 6~~
cl U l I fol' 1~ ,. havedet si ste e try { og de analoge O(32 og 01'2

Summen Nul, og man har altsaa:

02 11 ~211 0211
Oa 2 + 0/12 + 01'2 = 0,

bliver:

0211 0211 0211
Oa 2 + 0(32 + 0'1'2 = - 4n e, (51)

hvor e el' Legemets Tæthed i Punktet (a, (3, )'), saa at

den ne Formel indbefatter den fOlTige.

og da disse Komposantel' ere:

011 011
fL oa ' f L 0(3'

og altsaa:

der gælder, hvorledes end Legemet er, naar blot (a, (3, y)

ikke ligger i dets j\/lasse; el' dette derimod Tilfældet, kræves

en nærmere Undersøgelse paa Grund af det uendelige Ele

ment. Vi kunne da dele Potentialet i lo Dele, nemlig en

Del, der hidrører fra en uendelig lille af Legemet udskaaret

Kugle, del' indeholder Punktet (a, (3, y), og en anden, der

hidrører fra Resten af Legemet; fol' den sidste Del gælder

Udviklingen ovenfor, saa at vi blot skulle undersøge den

lille Kugle. For en saadan Ol' ganske vist baade Poten

tialet og Tiltrækningen uendelig smaa, men derfor kunne

disses Differentialkvotienter godt blive endelige.

Vi lægge da den lille Kugle med Centrum i et Punkt

(a, b, c), som naturligvis ikke kan tænkes faldende sammen

med det variable Punkt (a, (3, )'). Kuglens Tiltrækning til

dette Punkt hal' Komposanteme:

4 4 4
-gPen(a-a), -gfLe n ((3-b), - 3I-Len(y- c),

'-

7,6

Partiklens Afstand fra et fast Punkt (a, b, c),

Xda + Yd(3 + Zdy = 0,
at Tiltrækningens ResultanL altid el' nor

den gennem Partiklen gaaende Niveau-

02~

"oa 2 -

t t t. Potentialfunktionen tilfrerlsstiller en partiel DifEe-

t· 11" af qlle]en Orden Fol' at vise dette, forud-ren 13 Ignmg , ,,' ,
sætte vi først, at Punktet (a, (3, y) ikke ,ligger l Legemets

Masse, saa al 7' ikke faar Værdien Nul. Funktionen under

Integraltegnet el' da ikke uendelig indenfor h~tegra~e~s

l-all elifferentiere 11 ved at ehfEerentleleGrænser, og man "

under Integraltegnet; n u el':

l
07 x-a.
-=--3-'
Da r

9.X-a
- r 3 + 3 (x-a) l'" -,,-

del' viser,

mal paa

fl a de.

El' 7'

altsaa:
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dV . S,.
r2 dr.=-4n e r2dr,

o

hvor Il- d V el' den søgte Tiltrækning, og den lavere Grænse
dr

for Integralet er Nul, da Partiklen aabenbart er i Ligevægt

i .Kuglens Centrum. Lade ~'i r vokse, vedbliver Integralet

at være Nul, saalænge vi ere indeni den hule Kugle, hvor

e er Nul. Her er Tiltrækningen aHsaa overalt Nul. Gaa

vi videre ind i Massen, repræsenterer Størrelsen paa højre

Side, paa Fortegnet nær, netop Massen ·af de passerede

koncentriske Lag, og idet denne er M, faa vi for Tiltræk·

ningen:

112. Den fundne Egelltikab red Potenl.ialfunktionen

kan undertiden med Fordel benyttes til Potentialets Be

stemmelse, naar man kender noget til den søgte Funktions

Form. For at vise dette, ville vi ad denne Vej bestemme

Tiltrækningen af en hul Kugle, hvor Tætheden er en Funk

tion af Afstanden fra Centrum. Man indser da, at Poten

tialet maa være en Funktion af:

r = va2 + {J2 + y2,
idet Centrum er taget til Begyndelsespunkt. Man hal' d a:

~V dVa ~2V d2 Va2 dVr2 -a2

~a = dr -;; ~a2 = dr2 t:2 + dr ' r 3

og de analoge, hvoraf:

~2V ~2V ~2V d2 V 2 dV
~a2 + ~rj2 + ~y2 = dr2 +-; dr = - 4ne,

•

altsaa:

eller:

2d2v dV •
r --+ 2r-=-4nr"odr2 dr ",

Anvendelser.·

Den naturlige Tiltrækningslov el' forudsat, h vor der

ikke el' givet en anden Lov.

124. Bevis, at et Legeme, naar TilLrækningsloven el'

gJ (r) = r, tilLl'ækker, som om .Massen val' samlet i Tyngde
punktet.

125. Bestem Tiltrækningen af en uendehg Plan, idet

Enhed af Al'eal hal' Massen e.
126. Et homogent Legeme er dannet ved, at det ene

øje ar en Lemniskat hal' drejet sig om sin Symmetriakse.

Find Tiltrækningen til en Pal'tikel, del' ligget' i Si)idsen.

127. Bestem Tiltrækningen af en uendelig homogen

C.'lindel', baade direkte og ved Hjælp ar Potentialfunktionen.

128. Bevis, at Tiltl'ækningen af en homogen Linie

AB til en Partikel P er rettet eftel' Halveringslinien af
Vinklen APB.

129. Bestem Tiltrækningen af en tynd, homogen

Plade af Form som en Cirkel ring til en Partikel i Pladens

Plan, naar gJ (r) = +.
130. Til h,rilken Flade maa en Partikel være bunden

fol' at væl'e i Ligevægt overalt paa denne under Paavirk.

ning ar Tiltrækning til to materielle Partikler med Mas

serne m og ml?

131. Find Tiltrækningen af en homogen, ret Linie

til en Partikel i et af Liniens Punkter.

dV M
Il- dr = - 1l-t:2'

stemmende med det tidligere fundne Resultat.
I
A
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TOLVTE KAPITEL.

Grafisk Statik.

Grafisk Sammensætning og' Opløsning'
af Kræfter i samme Plan.

113. Ved Statikens praktiske Anvendelse el' den Nøj

agtighed, som kan opnaas ved Problemernes Løsning ad

grafisk Vej, tilstrækkelig; da nu den grafiske Metode an

vendes med stOl' Lethed i mange Tilfælde, hvor Problemets

Løsning ved Regning vilde være besværlig, ville vi i det

følgende give Grundtrækkene af jI,'lethoden, saaledes som

den er sat i System, n:;tvnlig af Cu l m a n n.

t t 4. Vi have set, at Størrelsen og Retningen af [Jere

Kræfters Resultant bestemmes ved den til Kræfterne hørende

JCraftpolygon. Ere Linierne AB, BC, GD, ... GH lige

store med og parallele med Kræfterne, repræsenteres Re

sultanten i Størrelse og Retning (men i Reglen ikke i Be

liggenhed) af AH. Dette kan udtrykkes saaledes:

AB+BG+ ... GH= AH,
hvor + er benyttet som Tegn fol' den grafiske Addi

ti o n. Dersom Kræfterne angribe samme Punkt, bliver

Betingelsen fol' Ligevægt den, at Kraftpolygonen luldees ;

angribe de ikke samme Punkt, viser den lukkede Kraft

polygon blot, at Kræfterne kunne reduceres til et Kraft

par. Ligesom man ved Kraftpolygonen sammensætter
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Kræfterne, kan man ogsaa ved den opløse en Kraft flere

andre; særlig mærke vi os det Tilfælde, hvor en Kraft

AB skal opløses i to andre med givne Retninger; man

tegner da Trekanten A GB, hvis Sider AG og GB have

de givne Retninger, og AB er derved opløst i to Kræfter,

AG og GB. Ved Kraftpolygonen el' det altid kun Kræf

temes Støl'l'elser og Retninger og ikke deres Beliggenhed,

man hal' fol' øje.

115. Tovpolygonen. Lad ABCDE være en Kraft

polygon, der tilhører et System af Kræfter i samme Plan.

Kræftel'llc "ille vi betegne ved 1, 2, 3 og 4. Fra et vil

lcaarligt Punkt O (Polen) trække vi Linier til Kraftpoly-

.A

E

ganens Vinkclspidser. Vi faa derved AB opløst i AO og

OB, BG i BO og OG o. s. v. Ved denne Opløsning bliver

altsaa den ene Komposant af enhver af Kræfterne' lig og

modsat den ene Komposant af den følgende Kraft.

Vi trække nu en brudt Linie, hvis Stykker ere paral

lele med de fra O udgaaende Linier, og som forbinder

Kræfterne, som de virkelig ere beliggende i Planen. Den

første Linie p er parallel med OA og ender i 1, men el'

forresten vilkaarlig; fra dens Endepunkt gaar en Linie

til 2 pal'allel med OB o. s. v., indtil den sidste Linie q,

pamllel med OE, gaar ud fra et Punkt af 4. - Nll kan. '
som vi sau ovenfor, enhver af Kræfterne opløses i to undre,
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Kraflpar med samme ]\'Iomenl, men hvis Beliggenhed man

forresten kan variere efter Behag, idet man kan vælge

paa de

følgende

Resu]

Retning,

Q~:_~"_:Il
00'0_. I

'8

..tiPolen saaledes, at den

ene Kraft bliver, som

man ønsker den. Danne

to paa hinanden følgende

Kræfter et Kraftpar, have de ingen Indflydelse

andre Stykker af Kraftpolygonen, medens de

Sider af Tovpol:gonen ville forskydes parallelt.

tantens Beliggenhed, men ikke dens Størrelse og

afhænger af Kraftpal'l'et.

118. Tænker man sig et Systems Tovpolygon el'

slattet af en derJTled sammenfaldende, virkelig Tovpolygon

(eller Stangpolygon), hvis to yderste Sider incleholde hver

et fast Punkt, vil denne under Paavirkning af de givne

Kræftel' være i Ligevægt, thi enhver af dens Sider angribes,

som Opløsningen viser, af to lige store og modsatte Kræfter.

Liniel'l1e fra O i Kraftpolygonen bestemme altsaa Spæn

dingerne i de enkelte Stykker. De to Kræfter, til hvilke

Svstemet reduceres, bestemme de faste Punkters Reaktioner.

119. Polens Forskydning. Da Beliggenheden af

Polen el' vilkaarlig, ville vi undersøge, hvilken Indflydelse

en Flytning af Polen hal' paa Tovpolygonen.

Lad AB være en af Kræftel'lle, O og 0l de to

Poler. Da den med

AB parallele Kraft

1 opløses, den ene

Gang i de to Kræf

ter, der udgaa fra

R, den anden Gang

i de to, del' udgaa fm S, lllaa de to sidste holde Ligevægt

Illed de to første, tagne i modsatte Retninger. Flyttes

del' falde henad de to Linier, som udgaa fra el Punkt aE

Kraften. Vi saa tillige, at ved denne Opløsning ville

stadig de to Kræfter, som falde paa samme Linie, hæve

hinanden; det givne System af Kræfter er altsaa ved den

angivne Konstl'Uktion erstattet ved et Svstem af lo Kræfter,

nemlig de to, p og q, del' ere paratlele med OA og OE.

Resultanten af disse to gaar gennem deres Skæringspunkt;

da den tillige er lig og parallel med AE, Cl' den saaledes

fuldstændig bestemt.

Den brudte Linie p ... q I~aldes den til Kræftel'lle

hørende Tovpolygon. Paa samme Maade, som den be

stemmer Beliggenheden af Resultanten af alle Kræftel'lle,

bestemmer den, i Forbindelse med Kraftpolygonen, Resul

tanten af hvilke som helst af Kræftel'lle, naar disse blot følge

efter hinanden.

116. Er der Ligevægt, bliver Kraftpolygonen lukket,

og den første og sidste Linie fra Polen falde sammen.

Kraftpolygonen kan imidlertid blive lukket, uden at del' el'

Ligevægt, idet Tovpolygonen viser, at Systemet i dette

Tilfælde reduceres til to Kræfter, der ere lige store og

antiparallele. Skulle disse Kræfter holde hinanden i Lige

vægt, maa de falde paa samme Linie, det vil sige, at Tov

polygonen ogsaa maa lukke sig. Findel' dctte ikkc Sted

er Kraftsystemet reduceret til et Kraftpar.

Ligevæglsbetingelsen for et plant Kraftsystem

er altsaa, at saavel Systemets Kraftpolygon som

dets Tovpolygon ere lukkede. Lukkes derimod

kun Kraftpolygonen, red l1ceres Systemet til et

Kraftpar.

117. Den angivne Metode fol' Kræfters Sammen

sætning kan ogsaa anvendes paa parallele Kræfter. An

vendes den paa et Kraftpal', omformes dette til et andet
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disse fire Kræfter, de to til C og de lo lil Q, maa Resul

tanten af de to i C og Resultanten af de to i Q være

lige store og modsatte; begge Resullantel'l1e maa derfor

falde i Linien CQ. Paa den anden Side viser Kraft

polygonen, at Resullanten af de to Kræfter i C, nemlig

OA og A01 , el' parallel med 00 1 , QC el' derfor parallel

med 001 ,

Konstruere vi altsaa fol' et gi vet Kraftsystem

de tilhørende Tovpolygoner fol' to forskellige

Poler, ville Skæringspunkterne fol' ele enslig

gende Sider af Tovpolygone1'l1e falde i samme

rette Linie, parallel med de to Polers Forbindel

seslinie.

Hal' man tegnet en Tovpolygon fol' el Syslem af

Kræfter, og ønsker man Polen flyttet,. fa at· man ved denne

Sætning en simpel Konstruktion af den anden Tovpolygon,

idet man først tegner den Linie, paa hvilken de enslig

gende Sider af de to Tovpolygoner skære hinanden. Den

fundne Sætning 'kan ogsaa udtrykkes saaledes:

Dersom Polen glider paa en l'et Linie L, og

vi stadig lade den variable Tovpolygons første

Side gaa gennem et fast Punkt M, ville alle Tov

polygonens Sider skære en med L parallel Linie

gennem M i faste Punkter.

120. Vi saa ovenfor, at Resultanten af to ensliggende

Spændinger i den variable Tovpolygon (den ene med mod

sat Retning) faldt paa den med L parallele Linie. De

to Spændinger have derfor samme Moment med Hensyn

til ethvert Punkt aE denne Linie. Da Resultanten af to

Kræfter el' geometrisk Sted fol' de Punkter, med Hensyn

til hvilke Summen af Komposantel'l1cs Momenter el' Nul,

vil omvendt den Linie, paa hvilken lo Tovpolygoners ens-
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liggende Sider skære hinanden, være bestemt, saaslHu'I.

Illan kender et Punkt, med Hensyn til hvilket to enslig

gende Spændinger, og et Punkt, med Hensyn til hvilk~t lo

andre ensliggende Spændinger have samme Moment; de to

Pnnkter ligge nemlig begge i den søgte Linie. Derved el'

da tillige Retningen af den Linie, del' forbinder de to

Tovpolygoners Poler, bestemt. Heraf følger som specielt

Tilfælde, at dersom to af en variabel Tovpolygons

Sider gaa gennem faste Punkter a og b, gaar en

hver af Siderne gennem et fast Punkt i ab; og

Polen beskriver en med ab parallel Linie.

121. Af de Tovpolygoner, del' svare til et givet

Kraftsystem, mærke vi os navnlig den, hvis Pol ligger j

det Punkt, hvor Kraftpol)'gonen begynder. OA (se Fig.

til 115) bliver i saa Fald Nul. Da nu Kraftsystemet ved

Tovpolygonen reduceres til to Kræfter, af hviike den ene

el' OA, vil enhver Side i Tovpolygonen falde sammen

med de forudgaaende Kræfters Resultant. Dennes Stør

relse bestemmes ved Kraftpolygonen. Tovpolygonen kaldes

i dette Tilfælde Kræftel'l1es Middellrykslinie.

122.. Systemer med nogle fælles Kræfter.
Man ønsker ofte ved en Konstruktion at lade nogle af

Kræfterne variere, medens de øvrige blive uforandrede. Vi

tænke os derfor, at vi have konstrueret Tovpolygonen fol'

et givet System, og at vi nu skulle have den ny Tovpolygon,

som tilhører det ændrede System. Den Orden, i hvilken

man tager Kræftel'lle i Kraftpolygonen, el' vilkaarlig; tage

vi nu i begge Tilfælde de ens Kræfler først, faa. de to

Tovpolygoner deres første Sider fælles, og Konstruktionen

udføres forøvrigt som sædvanligt. Man hal' imidlertid i

Praksis ofte en given Orden aE Kræftel'lle, del' ikke godt

kan forandres. Vi ville derfor betragte det Tilfælde, hvor
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del' forsl kommer nogle fOl'skellige Kræfler (his Anlal kan

være forskelligt), men derpaa følger de samme Kræl1er i

de to Systemer.

Saalænge Kræftel'lle el' forskellige, anvendes den sæd

vanlige Konstruktion; vi naa da den første fælles Kraft P

i de to Tilfælde Illed de to Tovpolygoner f. Eks. i a og b.

I Kraftpolygonen begynde de to Sider, der em parallele

med P, f. Eks. i C og Cl' De følgende Dele af Kraft

polygonel'l1e, svarende til de,fælles Kræfter, maa da ligge

saaledes, at de ved en Parallelforskydning CC l bringes til

at dække hinanden; ved denne Forskydning af den ene

Polygon kommer Polen .0 hen i et nyt Punkt 0l; de to

Dele af Tovpolygonerne, som udgaa fra a og b, blive da,

som om de hørte til samme Kraftpolygon, men havde for

skellige Poler; deres ensliggende Sider skære derfor hin

anden paa samIlle rette Linie, parallel med OOl; derved

simplificeres Konstruktionen af den anden Polygon, naar

den første er tegnet, idet dens Sider gaa gennem bekendte

Punkter.

123. Middeltrykslinien i en Murbue. Vi ville

anvende det udviklede paa en Murbue, af hvilken vi dog

kun betragte den ene Halvdel, idet vi erslalte den anden

Halvdel ved det horizontale Tryk, som den udøver paa

den første Halvdel i dennes øverste Del. Dette horizontale

Tryk er i Virkeligheden ubekendt og kan ikke bestemmes,

men man gaar ud fra, at Buen vil blive staaende, dersom

del' eksisterer en saadan Størrelse og Beliggenhed af det

horizontale Tryk, at den ved Hjælp af dette og de enkelte

Deles Vægt konstruerede Middeltrykslinie falder heIL indeni

Murværket og ikke for nær til Yderkanten, idet Buen

tænkes at ville synke lidt sammen, indtil Trykkene blive

saadanne, at del' bliver Ligevægt. IlIan maa derfor prøve
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sig frem, idel man eflerhaanden forudsæller forskellige

horizontale Tryk, indtil man finder et, der giver en til

IJ.'edsstillende Middeltrykslinie ; kan ingen saadan findes,

maa den fomdsatte Konstruktion forandres.

Figuren viser en saadan Halvdel af en Murbue ; den

el' tænkt delt ved lodrelle Snit, og de enkelte Deles Vægt I

tænkes virkende i de-

res Tyngdepunkter. Vi

have da fire lodrette

Kræfter, og Kraftpoly

gonen fol' disse og det

villraarligt antagne ha

rizontale Tryk P er tegnet; derved faas den til P svarende

Middeltrykslinie, og denne el' atter benyllet til Konstruk

tionen af den til el andet Tryk P l svarende Middeltryks

Iinie, idet den vandrette Linie, paa hvilken de ensliggende

Sider af de to Middeltrykslinier ~kære hinanden, el' tegnet.

124. Kræfters Opløsning. Ved Hjælp af de to

Polygoner kan en Kraft erstattes ved flere andre, saaledes

at ogsaa Beliggenheden tages i Betragtning. Skal en given

Kraft opløses i to andre med givne Retninger, maa de tre

Kræfter skære hverandre i samme Punkt, og Krafttrekanten

el' tilstrækkelig til Opløsningen. Af særlig Interesse ere

følgende to Tilfælde:

a) En Kraft 1 skal opløses i to med den pa

ralIele Kræfter, del' falde paa Linierne 2 og 3.

Man afsætter AB

= 1, og Polen ° A~ ~
vælges; nu kan C O .2 I 3

Tovpolygonen 213

tegnes, og en Linie B



Diagonalerne m som

tionen.
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fra O parallel med 23 vil da beslemme de lo Kompo

san ler CB og A C.

b) En Kraft skal opløses i lre andre, del'

falde paa givne Linier; disse maa da ikke skære

hverandre i eet Punkt. Man fodænger den givne Kraft 1,

lil den skæret' den ene af de givne Linier, 2, og opløser

'den nu i to, den ene paa den givne Linie, den anden, m,

gennem de lo andre givne

Liniers Skæringspunkt; den

4 sidste kan derpaa oploses i

lo, del' falde paa de givne

Linier. Kraftpolygonen 1243

el' da konstrueret, idet en af

Hjælpelinie el' benyttet ved Konstl'llk-

Er del' givet flere end tre Linier, pan hvilke Kompo

santel'l1e skulle falde, er Opgaven ubestemt.

125. Sammensatte Systemer. Ved Konstruk

tioner i Praksis bør m~n sarge for, -at man kun benytter

Materialel'1les Evne til at modstaa Strækning og Sammen

trykning og ikke deres langl ringere Nlodstand mod Boj

ning. Hvor en Bøjning vilde indtræde, understøtter man

derfor ved ny Forbindelser; da Modstanden mod Bøjning

el' saa lille, kan man belragte Svstemel'1le som leddede i

saadanne Punkter (Knudepunkter).

Vi forudsætte, at de Systemer, vi betragte, netop have

det Antal Forbindelser, som ere nødvendige fol' at gøre

Systemet uforanderligt. Hal' det plane System n Knude

punkter, behøves der i Almindelighed 2n-3 Stænger, thi

et Punkts Koordinater og en Linies Retning kunne vælges

vilkaarligl, og del' mangler da 2 n - 3 Bestemmelser.

12\:1

I Reglen kan man let bestemme Underlagets Reaktioner

og derfra gaa videre, til alle Spændinger ere bestemte.

Figuren forestiller Halvdelen af et Tag ; Vægtene

tænkes virkende i Knudepunkterne. . Da Figuren tænkes

symmetrisk, virker den halve Vægt af hele Taget i A.

Tænke vi os et Snit gennem

de to fra A udgaaende Stæn

ger, faa vi fri Ligevægt, naar

disses Spændinger føjes til;

de bestemmes ved en Tre

kant, som ovenfor vist; vi

kunne nu bestemme de to ubekendte Spændinger i Bo. s. Y.

I Almindelighed .kunne vi bestemme Spændingerne, naar

vi gennem hele Systemet kunne lægge et Snit, del' kun

overskærel' tre Stængel' med -ubekendte Spændinger, og

forresten alle Spændinger og Kræfter paa den ene Side

af Snittet ere bekendte. Denne Metode til efterhaanden

at bestemme alle Tryk og Spændinger kaldes Snit-

met.oden.

9
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lukkede Polygoner C162, 273, a 3 8 9 4 o. s. v., svarende

til Systemets Knuder, medens f. Eks. den lukkede Polygon

381 c ikke svarer til nogen Knude.

c) Enhver Linie i Diagrammet, der angiver en Spæn

ding, er Side i to og kun i to af Kraftpolygonerne. Den

tilsvarende Stang forbinder nemlig to og kun to Knuder;
9*

grammet konstrueres. Vi ville først beskæftige os med

den første Opgave. Vi antage derfor, at et givet System

har et Diagram, og søge deraf at udlede de for et saa

dants Eksistens nødvendige Betingelser.

t 27. Om Diagrammet vide vi altsaa følgende:

a) Det har lige saa mange Linier, som Systemet hal'

Stænger og ydre Kræfter, og enhver af Linierne er parallel

med en Kraft eller en Stang, hvis Spændings Størrelse

den angiver.

b) Til enhver Knude i Systemet svarer i Diagrammet

en lukket Polygon, der gennemløbes i en bestemt Ret

ning, naar man følger Kræfter og Spændinger i den

Retning, i hvilken de lJaavirke Knuden (altsaa imod Knuden

ved Tryk, fra Knuden ved Træk). Disse Polygoner ville

vi kalde Kraftpolygonerne, i Modsætning til andre lukkede

Polygoner, som kunne opsøges i Diagrammet, men som

ikke ere Kraftpolygoner for nogen enkelt Knude.

Figuren viser et Stangsystem, paavirket af tre ydre

Kræfter, med tilhørende Diagram. I dette finder man de

TRETTENDE KAPITEL.

Om Diagrammet til et leddet System.

t 26. Vi ville antage, at .vi have forelagt et System

af Stænger, der ere forbundne med hinanden i visse Knuder.

Paa alle eller nogle af Knuderne virke ydre Kræfter, der

antages at være saadanne, at det hele Stangsystem el' j

Ligevægt. Stangsystemet kan forresten være plant eller

vindskævt; det kan have saa mange Stænger, at det danner

et geometrisk uforanderligt System, men det kan ogsaa

have færre eller flere; dog maa i det sidste Tilfælde nogle

af Stængerne opfattes som elastiske, saa at enhver Stang

Eaar sin' bestemte Spænding, der virker paa Stangens

Endepunkter som Træk' eller Tryk.

Naar Systemet er i Ligevægt, er enhver af Knude~'ne

i Ligevægt. Alle de paa en saadan Knude virkende ydre

Kræfter og Spændinger maa derfor have en lukket Kraft

polygon. Denne kan tegnes paa mange Maader, idet

Sidernes Orden er vilkaarlig. Dersom man nu kan vælge

denne Orden saaledes, at alle Knudernes Kraftpolygoner

kunne samles i een Figur, hvor enhver ydre Kraft og

Spænding kun findes een Gang, kaldes denne Figur Sy

stemets Diagram.

Diagrammet giver Anledning til en dobbelt Opgave,

idet man nemlig dels maa undersøge, om der eksisterer et

Diagram til et givet System, dels vise, hvorledes Dia-
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og Linien forekommer kun i disse to Knuders Kraftpoly

goner. Linien har modsatte Retninger, eftersom den be

tragtes som tilhørende den ene eller den anden af Poly

gonerne, fordi Spændingen virker modsat paa Stangens

to Endepunkter. Enhver ydre Kraft er kun Side i een

Kraftpolygon, nemlig i den, der tilhører den Knude, som

Kraften angriber.

128. At visse Kræfter a, b, c, ... danne en lukket

Polygon, vilJe vi udtrykke ved Ligningen

a+ b+ c+ ... = O,
hvor + betegner den grafiske Addition. Danner man de

analoge Ligninger for alle Knuderne, har man de nød

vendige og tilstrækkelige Ligevægtsbetingelser, thi enhver

af Ligningerne bestemmer Ligevægten for en af Knuderne,

og naar alle Knuderne ere i Ligevægt, er hele Systemet

Ligevægt. Saaledes faa vi for Systemet ovenfor

c + 2 + 6 -I- 1 = O; 2+ 7 + 3 = O o. s. v.,
hvor 2 og 2 betegne den samme Spænding med modsatte

Retninger, saa at 2 + 2= O. Opskrive vi disse Ligninger

for alle Knuderne, vil enhver ydre Kraft kun findes i een

Ligning, medens enhver Spænding findes i to Ligninger,

een Gang med og een Gang uden Mærke. Adderer man

de til visse af Knuderne A, B, e . . . svarende Ligninger,

faar man en ny Ligning af samme Form, hvis statiske

Betydning man let ser. Enhver Spænding i en Stang,

der forbinder to af Knuderne A, B, e ..., gaar nemlig

bort ved Additionen, da den findes i to af Ligningerne,

een Gang med og een Gang uden Mærke. Tilbage blive

da de paa Knuderne A, B, e ..., virkende ydre Kræfter

og Spændingerne i de Stænger, der forbinde disse Knuder

med Systemets øvrige Knuder. Den fundne Ligning ud

trykker altsaa, at de Kræfter og Spændinger, der paavirke

.,..
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A, B, C ..., tagne som et System for sig, have en lukket

Kraftpolygon, hvilket ogsaa er indlysende, da den Samling

af Stænger, der forbinder A, B, e ... indbyrdes, er i Lige

vægt netop under Paavirkning af de i Ligningen indgaaende

Kræfter og Spændinger. Saaledes faar man f. Eks., naar

man adderer de to Ligninger ovenfor,

c + 6 + 1 + 7 + 3 = O,
der ogsaa følger af, at Stangen 2 er i Ligevægt.

129. De fra et Punkt i Diagrammet udgaaende

Linier svare til Stænger, der danne en lukket Po

lygon.

Lad fra et Punkt A udgaa Linier, som vi først vilJe

tænke os alle ere Spændinger. En af disse, AB, er Side

i to Kraftpolygoner, a og (J. (J maa da have endnu en

Side, udgaaende fra A; lad denne være Ae; den er Side

i (J og i en anden Kraftpolygon y, der har en ny Side AD,

og saaledes videre. Da man ikke kan blive saaledes ved

i det uendelige, maa man engang komme til en Polygon,

man har havt tidligere, og denne kan kun være a da,
man af alle de andre har benyttet begge fra A udgaaende

Sider. Til de saaledes fundne Polygoner svare i Stang

systemet visse Knuder, der ere forbundne ved de til AB
Ae, AD ... svarende Stænger, og da man kommer til:
bage til den Knude, man gik ud fra, danne disse Stænger

en lukket Polygon.

Muligvis har man ikke benyttet alle fra A udgaaende

Linier, naar Polygonkredsen sluttes. De tilbageværende

Linier benyttes da paa samme Maade, og man finder saa

ledes i Stangsystemet flere lukkede Polygoner, der svare

til A. I dette Tilfælde betragte vi imidlertid A som

sammensat af flere Punkter, der tilfældigvis falde sammen,
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og hvoraf hvert har sm tilsvarende lukkede Polygon i

Stangsystemet.
Dersom en af de fra A udgaaende Linier er en )'dre

Kraft, kan Rækken af Polygoner først sluttes, naar man

atter kommer til en ydre Kraft, thi saalænge man kommer

til en Spænding, kommer man ogsaa til en ny Polygon.

For at den opstillede Sætning skal gælde i alle Tilfælde,

maa man derfor i Stangsystemet opfatte de ydre Kræfter

som Stænger, der, naar de støde sammen i Diagrammet,

ogsaa støde sammen i Systemet og derved lukke Polygonen.

For Tydeligheds Skyld skulle vi anvende dette paa

Fignren og tage Spændingerne 3, 7, 8, del' i Diagrammot

støde sammen i eet Punkt. 3 er fælles Side for Kraft

polygonerne 372 og 3894 a; den sidste fortsættes med

Siden 8 j der er' fælles for den og for 87 B, del' fortsættes

med 7, som er fælles for den og 3 7 2. Dermed er Kredsen

sluttet, og Stængerne 3, 7 og 8 danne i Stangsystemet en

lukket Polygon.
Betragte vi cierimod det yderste Punkt tilvenstre j

Diagrammet, kunne vi begynde med den ydre Kraft c,

der hører til Kraftpolygonen clB 2; dennes anden Side er 1,

der ogsaa hører til Kraftpolygonen bl 11 5, hvis anden Side

er b. c, 1 og b danne nu i Stangsystemet en lukket

Polygon, naar b og c opfattes som Stænger, der støde

sammen.
130. Vi have saaledes bevist, at der ogsaa i Stang

systemet findes et Antal lukkede Polygoner, der svare

enkeltvis til, hvad vi kunne kalde Diagrammets Knuder.

Enhver Stang (og ydre Kraft) er Side i to og kun i to

saadanne Polygoner, nemlig i dem, der svare til Ende

punkterne af den tilsvarende Linie i Diagrammet. Vi

have saaledes naaet vort første Resultat:
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Et givet System har kun et Diagram, naar

man i det kan finde et Antal af saadanne lukkede

Polygoner, at enhver Stang (og Kraft) er Side i to

og kun i to af Polygonerne. Vi ville nu derfor an

tage, at vi have et saadant Stangsystem, og undersøge,

hvilke Betingelser der yderligere maa være opfyldte, for at

et Diagram kan eksistere.

131. Lad os tænke os, at vi i Stangsystemet over

skære en Stang (Kraft); den er fælles Side for to af d e

ovenf or n æv nte P o I Yg on er; vi overskære derpaa den

fælles Side for den ene af disse Polygoner og en tredje

Polygon og saaledes videre, til vi komme tilbage til den

første Polygon; vi sige da, at vi have beskrevet en lukket

Polygonvej. De til de qverskaarne Stænger svarende

Linier i Diagrammet maa følge efter hinanden i den samme

Orden, i hvilken de ere overskaarne, thi naar en Stang el'

fælles fol' to Polygoner i Systemet, forbinder den tilsvareride

Linie de to til Polygonerne svarende Knuder i Diagrammet;

naar man i Systemet beskriver en lukket Polygonvej og

altsaa kommer tilbage til den Polygon, man gik ud fra,

maa man ogsaa i Diagrammet komme tilbage til den·

Knude, man gik ud fra. Til en lukket Polygonvej

Systemet maa derfor svare en lukket Polygon i

Diagrammet.

Betragte vi f. Eks. Fignren, hvor Polygonerne ere de

tre Firkanter, del' ligge udenom den store Femkant (23451),

og de fire Trekanter og en Femkant, del' ligge indenfor,

ere c 3 8 1 de overskaarne Stænger for en lukket Polygon

vej, og dertil svarer i Diagrammet en lukket Polygon, hvis

Vinkelspidser ere de ICnuder, der svare til Polygonerne

den lukkede Polygonvej.
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132. Vi bevise nu let den omvendte Sætning:

Dersom de ved enhver lukket Polygonvej over

s kaarn e Stængers Spæn di nger (Kræfterne' medregnede)

have en lukket Kraftpolygon, eksisterer del' et

Diagram.

Vi kunne nemlig forsøge at konstruere et Diagram

til et givet System, hvis Polygoner vi kende, og hvor alle

Kræfter og Spændinger ere bekendte. Vi konstruere da

først- Kraftpolygonen til en af Knuderne. Den Orden, i

hvilken denne Polygons Sider følge efter hinanden, kende

vi, da den bestemmes ved den lukl~ede Polygonvej om

Knuden; til denne Kraftpolygon føje vi nu paa samme

Maade en ny Kraftpolygon, del' har en Side fælles med

den første, og saaledes videre, til alle Kraftpolygoner ere

anbragte. Hvis der er et Diagram, er det nu konstrueret;

el' der intet, viser det sig ved, at de lige store Linier ikke

overalt falde sammen. Lad den samme Spænding falde

f. Eks. i AB og CD. Følge vi nu den Vej tilbage til vort

Udgangspunkt, ad hvilken. vi ere komne til AB, og derfra

Vejen til CD, beskrive vi en aaben Polygon, da A og C

ikke falde sammen; men den tilsvarende Polygonvej i Sy

stemet maa være lukket,. da AB og CD svare til samme

Stang. Men naar Polygonvejen er lukket, skulle, ifølge

. vor Forudsætning, ogsaa de oversImarne ydre Kræfter og

Spændinger danne en lukket Polygon; altsaa maa A og C

falde sammen, og da dette gælder for ethvert Punkt, hal'

man et Diagram.

Lad os f. Eks. for at konstruere Diagrammet i Figuren

først afsætte c; fol' at komme til 6, kan man gaa Vejen

c 2 6 eller c 3 7 6. Faldt nu 6 derved paa to forskellige

Steder, blev Polygonen 3 2 7 aaben, men denne svarer i

Systemet til en lukket Polygonvej ; denne gaar fra Tre-
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kanten 7 3 8 ud i den ydre Trekant, derpaa ind i Tre

kanten 2 6 7 og endelig tilbage til den første Trekant.

133. Dersom enhver lukket Polygonvej skærer

et Stykke af Systemet fuldstændig løst, el' del' et

Diagram.

Det udskaarne Stykke er nemlig i Ligevægt under

Paavirlming af de oversimarne Stængers Spændinger (her

under indbefattet de oversimarne ydre Kræfter), og disse

have derfor en lukket Kraftpolygon. I Praksis forekomme

næppe andre Stangsystemer end saadanne, hvor enhver

lukket Polygonvej udskærer et Stykke fuldstændigt. Man

kan imidlertid tænke sig Systemer, hvor dette ikke finder

Sted. Stiller man f. Eks. to Systemer, der have Form af

tresidede Prismer, det ene inden i det andet, og forbinder

man Knuderne i hvert Par Endeflader ved tre Stællger,

har man et saadant System, naar de Stænger, der støde

sammen i et Hjørne, opfattes som ydre Kræfter. Dette

Systems Polygoner ere iøjnefaldende. De tre yderste Side

flader give en lukket Polygonvej, men derved overskæres

kun tre af de opretstaaende Kanter, saa at de to Dele

ikke ere fuldstændig adskilte. Der kan derfor kun være

et Diagram, hvis Spændingerne i de tre oversImarne Kanter

ere i Ligevægt; dette finder i Almindelighed ikke Sted,

men man kan tænke sig, at de ydre Kræfter have saa

danne specielle Værdier, at det finder Sted. Er dette Til

fældet, kan Systemet behandles som sædvanligt.

134. Vi have ovenfor vist, at en ydre Kraft i Dia

grammet i hvert af sine Endepunkter maa støde til en

anden ydre Kraft; de ydre Kræfter danne derfor i

Diagrammet een eller flere lukkede Polygoner.
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Endvidere kunne vi vise, at de Kræfter, der i Dia

grammet danne en lukket Polygon, virke i Sy

stemet paa alle eller nogle af Vinkelspidserne

af en lukket Polygon, og Kræftern,es Orden el'

begge Steder den samme. Lad os nemlig betragte

en lukket Polygon, dannet af ydre Kræfter i Diagrammet.

Til hver Vinkelspids af denne svarer i Systemet en brudt

Linie, der begynder r;ned en ydre Kraft og ender med en

anden, med hvilken den næste brudte Linie begynder

(med modsat Retning) og saaledes videre. Borttages alle

de ydre Kræfter, maa da en brudt Linie af Stænger blive

tilbage.

Paa Figuren danne saaledes a, b og c i Diagrammet

en lukket Polygon; til dennes Vinkelspidser svare i Sy

stemet Polygonerne c 2 3 a, a 4 5 b, b 1 c, der, naar Kræfterne

borttages, give den lukkede Polygon 2 3 4 5 1. Man ser

let, hvillcen Ændring Diagrammets Form vilde faa, dersom

der ogsaa var ydre Kræfter paa de to Vinkelspidser af

denne Polygon, hvor der ingen er.

135. Vi have tilbage at besvare det Spørgsmaal:

Hvorledes kan man i et givet Stangsystem finde

de Polygoner, af hvilke enhver Stang er Side i

to? Naar ingen Stænger danne Kors, er dette let:nok,

thi da ligge Polygonerne ved Siden af hinanden; i sam

mensatte Systemer kan Undersøgelsen derimod være van

skelig nok, og vi skulle derfor vise, hvorledes den kan

udføres. Man ser let, at man kan udelade de ydre Kræfter,

idet man i Stedet for de Polygoner, ·i hvilke disse ere

Sider, kan sætte de lukkede Polygoner, hvis Vinkelspidsel'

Kræfterne angribe. Kender man en saadan Polygon,

benyttes den som Udgangspunkt. Kender man, den ikke,
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maa man begynde med en villmarlig Polygon fol' at prøve,

om den el' en saadan, ..paa hvilken ydre Kræfter kupne

anbringes.

Da det ikke kommer an paa Polygonernes Form,

kunne vi tænke os den første afsat omtrent som regulær.

Vi opsøge nu en brudt Linie, der forbinder to af Poly

gonens Vinkelspidser, og afsætte denne uden at bryde os

om dens virkelige Form, tVl;ers over den ideale Polygon,

vi have tegnet. Derved er denne delt i to, hvoraf enhver

bestaar af den brudte Linie og en Del af den første

Polygon. Disse Polygoner deles nu videre paa samme

Maade, idet de ideale Linier trældces saaledes, at de ogsaa

dele Arealet i to Dele; man maa blot undgaa at forbinde

to Vinkelspidser, der begge ere ~inkelspidser i de samme

to Polygoner, da man i saa Fald ikke ved hvilken af

disse Polygoner, man har delt.

Denne Fremgangsmaade grunder sig paa, at en lukket

Polygon i Systemet svarer til en lukket Polygonvej i Dia

grammet. Ved en saadan deles Diagrammet i to adskilte

Dele, og idet Delingen fortsættes, fa al' man til,sidst Di~

grammets Knuder liggende. hver for sig, men naar dette el'

Tilfældet, hal' man i Systemet netop de søgte Polygoner.

.Muligheden af Diagrammet beror da paa, at man kan

gennemføre Delingen. Umuligheden viser sig derfor ved!

at man i den ideale Figur ikke kan undgaa Linier, del'

gaa over Kors. (Vi bortse her fra det i 133 nævnte spe

cielle Tilfælde.) Kan den ideale Figur tegnes, behøver

man ingen videre Undersøgelse, da det er iøjnefaldende,

at enhver lukket Polygonvej skærer et Stykke løst. Ydre

Kræfter kunne da anbringes paa Vinkelspidserne af den

ydre Polygon og ogsaa paa indre, naar hvert Sæt for sig

er i Ligevægt.
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Lad os f. Eks. betragte Fem

kanten ABeDE med Diagonalerne

AD og BE. Begynder man med

Femkanten, kan den første Deling

udføres ved en af Diagonalerne, men

den næste Diagonal deler ingen af de

to Polygoner, vi nu have. Et Diagram

er derfor umuligt, naar Kræfter an

bringes paa Femkantens fem Vinkel

spidser. (Opfattes Diagonalernes Skæ

ringspunkt som en Knude, er et Diagram muligt). Gaa

vi derimod ud fra Firkanten BGDE, faa vi en ideal Figur,

der viser, at ydre Kræfter kunne anbringes paa denne

Firkant. ~

136. Diagrammets Konstruktion. I det fore

gaaende have vi forudsat, at alle Spændinger vare bekendte.

I Praksis konstruerer man imidlertid Diagrammet netop for

at finde Spændingerne. Der er her en Konstruktionsopgave

at løse og det en, som ikke altid kan løses ved Passer

og Lineal. I Praksis forekomme imidlertid næppe andre

Tilfælde end saadanne, i hvilke Opgaven kan løses. Vi

skulle nu omtale disse.

Vi tænke os da, at vi have bestemt Systemets Poly

goner og tegnet en lukket Kraftpolygon af ydre Kræfter.

Dersom der nu er Knuder, paavirkede af ydre Kræfter, og

fra hvilke kun to Stænger udgaa, kan man straks tegne de

til disse svarende Spændinger, idet man kender deres

Retninger og ved, at Knuden har en lukket Kraftpolygon.

Idet disse Spændinger nu ere blevne bekendte, kan man

opsøge andre Knuder, der nu kun have to ubekendte

Spændinger, og som oftest vil man ved at fortsætte paa

denne .Maade faa Diagrammet konstrueret.
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Diagrammet ovenfor (Pag. 131) kan ikke konstrueres

paa denne Maade, fordi der fra hver Knude udgaar mindst

tre Stænger; her bemærker man· imidlertid, at Systemet

bestaar af Stangen 1 og to sammensatte Stangsystemer,

der hvert for sig er uforanderligt (38'( 2 6 og 49 105 11).

Disse to kunne tænkes erstattede ved enkelte Stænger,

saa at man faar en Trekant, hvis Vinkelspidser angribes

af Kræfterne a, b og c. Til dette System kan Diagrammet

let tegnes; det bestaar af Trekanten abc og tre i eet Punkt

sammenløbende Linier, udgaaende fra Vinkelspidserne og

parallele med 1, a og {J, hvor a og {J ere de indførte

Hjælpestænger. Spændingen a kan nu opfattes som re

præsenterende to lige store og modsatte Kræfter, der holde

Systemet 38726 i Ligevægt, og dettes Diagram kan da

tegnes; paa samme Maade erstattes {J i Diagrammet ved

94 11 5 10, og man er færdig.

l'\/lan kunde ogsaa gaa saaledes frem: Trekanten abc

tegnes, og Linierne 1, 3, 2, 5, 4 kunne trækkes i de rigtige

Retninger, medens deres Stort'elser ere ubekendte. Op

gaven er nu reduceret til den, at tegne en Trekant (876

eller 91011), hvis Sider ere parallele med givne Linier

(Stængerne i Systemet) og hvis Vinkelspidser falde i be

kendte Linier (1,3,2 eller 1,4,5). Denne Opgave løses

let ved Ligedannethedsmetoden. J'l'lan tegner 7,8,6 i de

rigtige Retninger, saa at Endepunkterne af 7 falde paa 3

og 2, men forresten vilkaarligt. Den Trekant, man nu

har tegnet, er ligedan beliggende med den søgte med

Skæringspunktet af 3 og 2 som Fællespunkt. En Linie

gennem dette Punkt og Skæringspunktet af 8 og 6 skærer

1 i det søgte Punkt.

Her var blot en Trekant at anbringe med sine Vinkel

spidser paa tre rette Linier, men undertiden kan man
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komme til følgende Opgave: At lægge en Polygon,

hvis Sider have bekendte Retninger, saa at Vin

kelspidserne falde i bekendte Linier.

For at løse denne Opgave, lægger man en af Vinkel

spidserne A i et vilkaarligt Punkt af den· Linie, i hvilleen

den skal falde, og tegner sin Polygon. Kommer man

derved tilbage til sit Udgangspunkt A, er Opgaven løst,

men da Udgangspunktet maa antages valgt urigtigt, vil

man i Reglen komme tilbage til et andet Punkt, A l'

Man gør nu en lignende Prøve med et andet Udgangs

punkt, B, og kommer tilbage til Bl' Drejes nu Stykkerne

AB og Al Bl om A og B i samme Omdrejningsretning

til de parallele Stillinger A C og A l Cl' vil CC l skære

Linien i det søgte Punkt. Dette maa nemlig ligge saa

ledes, at det deler AA l og BBl 'i samme Forhold. (Tre

Paralleler afskære proportionale Stykker paa Linier, der

skære dem).
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